Eksamen august 2014 Skriftlig prave
Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 1 af 10 sider

Opgave 1 (4%)

1/n er O(n?)?

n? - (logn)? er O(n?)?
™% +4" er O(3") ?
vn er O((logn)?) ?
"nlogn er Qn)?
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Opgave 2 (4%)

Opskriv fglgende funktioner efter stigende orden med hensyn til O-notationen:
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Svar:

Opgave 3 (4%)

I denne opgave gnsker vi at sortere n elementer, hvor hvert element enten er 0 eller 1. Angiv
“worst case” og “best case” tiderne for hver af nedenstaende algoritmer.

Worst case Best case
CountingSort O(n) O(n)
InsertionSort O(n?) O(n)
MergeSort O(nlogn) O(nlogn)
QuickSort O(n?) O(n?)

(Opgavesaettet fortseetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 2 af 10 sider

Opgave 4 (4%)

Angiv for hver af nedenstaende algoritmer udfgrselstiden som funktion af n i O-notation.

Algoritme Loopl(n) Algoritme Loop2(n) Algoritme Loop3(n)
s=0 s=0 i =0
fori=1ton fori=0ton j=n

for j=1toix1 for j=0ton while i < j
s=s54+1 s=s+1 it=1+1
j=j-1

3

Svar Loopl: O(n?)

2

Svar Loop2: O(n?)

Svar Loop3: O(n)

Opgave 5 (4%)

Angiv for hver af nedenstaende algoritmer udfgrselstiden som funktion af n i O-notation.

Algoritme Loopl(n) Algoritme Loop2(n) Algoritme Loop3(n)
1=n s=1 1=1
while ¢ > 0 i=1 while i xi <n
if 4 ulige while i <n 1=1+1
1=1—1 for j=1to1
else s=s+1
i=i/2 i=i%2
Svar Loopl: O(logn)
Svar Loop2: O(n)

Svar Loop3: O(log v/n) = O(log n)

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 3 af 10 sider

Opgave 6 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende binsere max-heap ser ud efter indsattelse af elementet 11.

Svar:

Tegn hvordan nedenstaende binaere max-heap ser ud efter en HEAP-EXTRACT-MAX opera-
tion.

Opgave 7 (4%)

Tegn den bingere max-heap efter indsaettelse af elementerne 1, 2, 3, 4, 5, 6 og 7 i den givne
rackkefplge, startende med den tomme heap.

Svar:

Opgave 8 (4%)

Angiv hvordan nedenstaende array ser ud efter anvendelsen af BUiLD-MAX-HEAP for arrayet.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

9|18|7|6|5]4|13|2|1]|10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10/9|7(6(8|4|3|2|1]|5

Svar:

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 4 af 10 sider

Opgave 9 (4%)

Betragt RADIX-SORT anvendt pa nedenstaende liste af tal (d = 4, k = 5). Angiv den delvist
sorterede liste efter at radix-sort har sorteret tallene efter de to mindst betydende cifre.

4411 1034 3211 0434 5304 2111

Svar: 5304 4411 3211 2111 1034 0434

Opgave 10 (4 %)

Angiv resultatet af at anvende PARTITION(A,5,12) pa nedenstaende array.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A |15|14|13|12|11|10/9|8|7|6|5|4|3|2|10

15(14|13|12| 4|10/ 98| 7|6 | 5|11 3| 2|10

Svar:

Opgave 11 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende ubalancerede bingere sggetree ser ud efter indsaettelse af ele-
mentet 15.

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 5 af 10 sider

Opgave 12 (4 %)

Angiv hvorledes knuderne i nedenstaende bingere sggetree kan farves rgde og sorte, saledes at
det resulterende tree er et lovligt rgd-sort tree.

Svar:

Opgave 13 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende rgd-sorte trae (dobbeltcirkler angiver rgde knuder) ser ud efter
indsaettelse af elementet 1.

Svar:

Opgave 14 (4 %)

Tegn en hashtabel hvor der anvendes kadede lister til at handtere kollisioner, nar hash-
funktionen er h(k) = k mod 6 og der indsezttes elementerne 3, 1, 4, 11, og 5 i den givne
rackkefplge.
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Svar: —

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Opgave 15 (4 %)

Tegn hvordan en hashtabel der anvender linear probing ser ud efter at elementerne 9, 7, 2, 5, og 3
indsaettes 1 den givne raekkefglge, nar hashfunktionen er

h(k) = 3k mod 7 .

Svar:

Opgave 16 (4 %)

Tegn hvordan en hashtabel der anvender kvadratisk probing ser ud efter at elementerne
1, 4, 5, 8, og 0 indsaettes i den givne raekkefglge, nar hashfunktionen er

h(k,i) = ((2k mod 9) + i + i?) mod 7 .

Svar:

Opgave 17 (4 %)

Angiv den resulterende union-find struktur efter nedenstaende sekvens af operationer, nar der
anvendes union-by-rank og stikomprimering. Angiv for hver knude rangen af knuden.
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) Svar:

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 7 af 10 sider

Opgave 18 (4 %)

Hvad er det minimale antal elementer der kan veere i en union-find struktur, nar der anvendes
union-by-rank og stikomprimering, og nar roden har rang r? Angiv resultatet som funktion
af r.

Svar: 2"

Hvad er den maksimale dybde en union-find struktur med n elementer kan have, nar der
anvendes union-by-rank og stikomprimering? Angiv resultatet som funktion af n.

Svar: [log 7]

Hvad er det maksimale antal bgrn en rod med rang r kan have i en union-find struktur
med n elementer, nar der anvendes union-by-rank og stikomprimering? Angiv resultatet som
funktion af n og r.

Svar:

Opgave 19 (4 %)

Betragt et sggetrae hvor hver knude v gemmer et element v.x, og knuderne er ordnet venstre-
mod-hgjre efter stigende v.z. Derudover gemmes i v ogsa v.size og v.avg, som er hhv. antal
knuder i v’s undertree, og gennemsnittet af alle elementerne i v’s undertrae (dvs. summen af
alle elementer i v’s undertrae divideret med antal elementer i undertracet).

Angiv hvorledes disse veerdier kan beregnes nar den tilsvarende information er kendt ved de
to bern v.left og v.right (det kan antages at disse begge eksisterer).

v.left v.right

Svar v.size — v.left.size + 1 + v.7ight.size

Svar v.avg — (v.left.avg - v.left.size + v.x + v.right.avg - v.right.size) [v.size

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Transitionssystem Multiply

Konfigurationer: {[m,n,p] | heltal m,n,p A m>0 A n>0 A p >0}
[m,n,p]>[m—1,n,p+n] if m>0 A m ulige

[m,n,p] > [m/2,n-2,p] if m >0 A m lige

Opgave 20 (4 %)

For hvert af nedenstaende udsagn, angiv om det er en invariant for ovenstaende transitions-
system Multiply. Startkonfigurationen antages at vaere [mg, ng, 0], hvor mg > 0 og ng > 0.

Nej
p=0
m-n=27p
m-n=p-+mgy-ng

m-n-—+p=mgy-ng

XXUOOos
DOX K KX

mo-ng—m-n >0

Opgave 21 (4 %)

For hver af nedenstaende funktioner, angiv om den er en termineringsfunktion for ovenstaende
transitionssystem Multiply.
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(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritme Loglog(n)
Inputbetingelse : Heltal n > 2

Outputkrav 7 =max{i | 22 <n} = |loglogn|
Metode s r+ 0
P2
{I} while p-p<n do
r1r+4+1;
p&p-p

Opgave 22 (4 %)

For hvert af nedenstaende udsagn, angiv om det er en invariant I for ovenstaende algoritme
Loglog.

Ja  Nej
r<p X
pp<n O X
p—22r X
r = |loglogn| O X
n—p>0 > [

Opgave 23 (4 %)

For hver af nedenstaende funktioner, angiv om den er en termineringsfunktion for ovenstaende
algoritme Loglog.

Ja  Nej
p(n,r,p) =p 0O X
p(n,r,p) =n—p-p 0O X
p(n,r,p) =n—p X O
wln,ryp) =n—r X O
w(n,r,p) =r — loglogp O X

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Opgave 24 (4 %)

Lad C[l..n] veere et array, hvor C[i] angiver en farve (reprasenteret ved et heltal), og lad
max-monochrome(C') betegne leengden af det laengste monochrome delarray, dvs. delarray
hvor alle indgange har samme farve. Nedenstaende algoritme beregner max-monochrome(C).
For at vise gyldigheden af algoritmen skal I, og I, vare invarianter omkring variablerne
¢, r, og m. Angiv invarianter hvormed gyldigheden af algoritmen kan bevises (bevis for
invarianterne kreeves ikke).

Algoritme MaxMonochrome(C|[1..n])
Inputbetingelse : Array C[1..n] med n heltal, hvor n > 1

Outputkrav : m = max-monochrome(C)
Metode m < 1;

0+ 1;

r < 1;

{I} while r <n do
if Clr+1]=C[r] then
r—r+1;
m < max{m,r —{+ 1}
else
rr+1;
0 r

Svar I, LSU<r<nACU=Cl4+1=--=CA(=1VC[t-1]#C[)

Svar I,,,: m = max-monochrome(C[1..r])

For at kunne bevise at algoritmen terminerer, kreeves en passende termineringsfunktion. An-
giv en termineringsfunktion (bevis for at termineringsfunktionen har de ngdvendige egen-
skaber kraeves ikke).

Svar pi:

Opgave 25 (4 %)

Betragt et array A[0..N —1] af leengde N, hvor hver indgang er enten 0 eller 1. A opfattes som
et bingert tal med vaerdien n, hvor n = SN 1 2. A[i]. Operationen INC(A) oger vaerdien af n
med 1 ved at flippe A[0], A[1], ... indtil det forste A[é] flippes fra 0 til 1. Hvis alle indgange i
A indeholdt 1 (dvs. n = 2V —1 for INC(A) udfgres), sa kopieres A over i nyt array af dobbelt
storrelse 2N, hvor alle A[i] = 0 bort set fra A[N] = 1. Med en passende potentialefunktion kan

man argumentere for at INC tager amortiseret O(1) tid. Angiv en sadan potentialefunktion.

Syar ® = NV — [logn] + [{i | Ali] = 1}| eller blot |{i | A[i] = 1}|




