Eksamen august 2011 Skriftlig prave
Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 3 af 12 sider

Opgave 1 (4 %)
nd+n® er O(n®)? X
2" er O(n?) 7 0 X
vn+n? er O(n??)? X O
n+3n er O(8n)? X O
n-logn er O(n?)? X [

Opgave 2 (4 %)
Opskriv folgende funktioner efter stigende orden med hensyn til O-notationen:
(logn)®
5n?

vn

5logn

210g n

Svar: (logn)® Vn Qlogn 5n2 slogn

Opgave 3 (4%)

Betragt nedenstaende sekvenser af n elementer indsat i en binger max-heap i den givne
reekkefglge ved hjeelp af n insert operationer. Det antages at n er et lige tal. Angiv for
hver af sekvenserne den samlede tid for indseettelserne som funktion af n i O-notation.

1,2,3,...,.n—1.n Svar: O(n -logn)
nn—1,...,32,1 Svar: O(n)
1,1,1,...,1,1 Svar: O(n)
n,n—1n—-2n-3...,2+1,1,23,...,%5 Svar: O(n)

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 4 af 12 sider

Opgave 4 (4 %)

Angiv for hver af nedenstaende algoritmer udferselstiden som funktion af n i O-notation.

Algoritme Loopl(n) Algoritme Loop2(n) Algoritme Loop3(n)
fori=1ton fori=1ton s=1
5s=0 j=1 while s <n
while s < s=1 sS=2x%s
s=s+1 while s <
j=Jj+1
s=s5+7
Svar Loopl: O(n?)
Svar Loop2: O(ny/n)
Svar Loop3: O(logn)

Opgave 5 (4 %)

Angiv for hver af nedenstaende algoritmer udfgrselstiden som funktion af n i O-notation.

Algoritme Loopl(n) Algoritme Loop2(n) Algoritme Loop3(n)
while 1 <n s=1 while 7 > 1
7=0 while s <nx*xn j=1
while j <n 1=1+1 while 7 <n
J=7+1 s=54+1 ]=2x%x]

1 =2%1 i=1—1
Svar Loopl: O(n)
Svar Loop2: O(n)
Svar Loop3: O(n)

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning)

Side 5 af 12 sider

Opgave 6 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende binsere max-heap ser ud efter indsattelse af elementet 7.

Svar:

Tegn hvordan nedenstaende bingere max-heap ser ud efter en HEAP-EXTRACT-MAX
operation.

Svar:

Opgave 7 (4 %)

Tegn den binsere max-heap efter indsaettelse af elementerne 3, 2, 1, 4, 5, 6 og 7 i den
givne raekkefglge, startende med den tomme heap.

Svar:

Opgave 8 (4 %)

Angiv hvordan nedenstaende array ser ud efter anvendelsen af BUILD-MAX-HEAP for
arrayet.

1019|7168 |5|3|4|2|1
Svar:

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning)

Side 6 af 12 sider

Opgave 9 (4 %)

Betragt RADIX-SORT anvendt pa nedenstaende liste af tal (d = 3, k = 10). Angiv den

delvist sorterede liste efter at radix-sort har sorteret tallene efter det mindst betydende
ciffer.

814 371 991 562  T44 241 432

Svar: 371 991 241 562 432 814 744

Opgave 10 (4 %)

Angiv resultatet af at anvende PARTITION(A,8,19) pa nedenstaende array.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

A | 8|16|/1|6|2|4|13|17|23|3 (18| 5|9 (11|24|12(14|10|15|22
\

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
8|116/1|6|2|4|13/3|5|9(11(12|14|10(15(23|17|18|24|22

Svar:

Opgave 11 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende ubalancerede binaere sggetrae ser ud efter indseettelse af
elementet 17.

Svar:

Tegn hvordan nedenstaende ubalancerede binaere sggetrae ser ud efter slettelse af ele-
mentet 14.

Svar:

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 7 af 12 sider

Opgave 12 (4 %)

Angiv hvorledes knuderne i nedenstaende bineere spgetrae kan farves rode og sorte,
saledes at det resulterende tree er et lovligt rgd-sort tree.

Opgave 13 (4 %)

Tegn hvordan nedenstaende rgd-sorte trae (dobbeltcirkler angiver rgde knuder) ser ud
efter indsaettelse af elementet 4.

Svar:

Opgave 14 (4 %)

Tegn en hashtabel hvor der anvendes kaedede lister til at handtere kollisioner, nar hash-
funktionen er h(k) = 4k mod 7 og der indsattes elementerne 3, 2, 4, 8, 6, 11, 1 og 7 i
den givne rackkefglge.

S
w [k~
1

KN

o

Svar: —

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Opgave 15 (4 %)

Tegn hvordan en hashtabel der anvender linear probing ser ud efter at elementerne
8,2, 3,1, 12, 16, 7 og 5 indsaettes i den givne rackkefglge, nar hashfunktionen er h(k) =
2k mod 11.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Svar:

Opgave 16 (4 %)

Tegn hvordan en hashtabel der anvender dobbelt hashing ser ud efter at elementerne
17, 20, 4, 8, 7, 12 og 6 indsaettes i den givne rackkefglge, nar hashfunktionerne er hy (k) =
k mod 13 og ha(k) =1+ (2k mod 7), og hashtabellen har stgrrelse 13.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

17164 120| 8 | 7 12

Svar:

Opgave 17 (4%)

Angiv den resulterende union-find struktur efter nedenstaende sekvens af operationer,
nar der anvendes union-by-rank og stikomprimering. Angiv for hver knude rangen af
knuden.

makeset
makeset
makeset

(
(
(
makeset(
(
(

Svar:

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Opgave 18 (4 %)

Betragt et sggetrae hvor hver knude v ud over et element v.e gemmer en veerdi v.x
(sogetreaeet er ordnet efter v.e). For at anvende treeet til statistiske formal udvider vi
hver knude v med fglgende information:

v.size = antal knuder 1 v’s undertrae 7T,
V.SUM = Y yer, U.T

v.sumofsquares = 3, e, (u.x)?

Angiv hvorledes disse veerdier kan beregnes nar den tilsvarende information er kendt
ved de to bern v.left og v.right (det kan antages at disse begge eksisterer).

v.left v.right

Svar . size _ v.left.size + v.right.size + 1

Svar v.sum _ v.left.sum + v.right.sum + v.x

Svar v.sumofsquares = v.left.sumofsquares + v.right.sumofsquares + (v.x)?

Opgave 19 (4 %)

Angiv worst-case tiden for at finde det [y/n]| mindste element blandt n elementer,
nar man i) konstruerer en binger min-heap med BUILD-MIN-HEAP og kalder HEAP-
EXTRACT-MIN [{/n] gang, og ii) kalder RANDOMIZED-SELECT.

Svar min-heap:

2
Svar RANDOMIZED-SELECT: O(n?)

(Opgavesaettet fortsaetter)



Eksamen august 2011 Skriftlig prave
Algoritmer og Datastrukturer 1 (2003-ordning) Side 10 af 12 sider

Transitionssystem Nedtelling

Konfigurationer: {[i, j, s] | ikke negative heltal i, j, s}
i8] & [ — Ls+1] i j>0
li,7,s]>[i—1,i—1,s+1] if j=0Ai>0

Opgave 20 (4 %)

For hvert af nedenstaende udsagn, angiv om de er en invariant for ovenstaende transitions-
system Nedtelling. Startkonfigurationen antages at veere [n, 0, 0] hvor n > 0.

Ja Nej
P?4+i+2j+2s=n>+n X O
t+j=mn 0 X
i?<n?—j X [
1en =] [ X
1> X O

Opgave 21 (4 %)

For hver af nedenstaende funktioner, angiv om de er en termineringsfunktion for ovenstaende
transitionssystem Nedteelling.

Ja Nej
w(i, k) =i O X
w(i, k) =s 0 X
(i k) =i +i+ 25+ 2s 0 X
(i, k) =i+j 1 X
p(i k) =i* +i+2j X O

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Algoritme ZeroCount(n)
Inputbetingelse : Array A[l..n], hvor A[k] € {0,1} for 1 <k <n
Outputkrav ~ :i=[{k]| 1<k <nAAk] =0}
Metode 140
j+<n
{I} while i <j do
if AljJ=1 then
Je—g—1
else
11+ 1
Alj] = Ali]
Ali] + 0

Opgave 22 (4 %)

For hvert af nedenstaende udsagn, angiv om de er en invariant I for ovenstaende algo-
ritme ZeroCount.

Ja Nej
0<i<ji<n
P= (k1< k<jAAR =0}
Akl =0for 1 <k <i
Akl =1for j <k <n

OO XOO
XX OX KX

1+j=n

Opgave 23 (4 %)

For hver af nedenstaende funktioner, angiv om de er en termineringsfunktion for ovenstaende
algoritme ZeroCount.

Ja Nej
1(g,r) =J X
p(j,r)=j—i X
p(g,r) = (n—1i)j X O
(g, r) =n —ij X
p(g,r) =n—j X

(Opgavesaettet fortsaetter)
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Opgave 24 (4 %)

Givet et array A[l..n] af heltal definerer vi dominate(i) som udsagnet:
dominate(i) er sand < A[i] > A[k] for alle 1 < k <1

Nedenstaende algoritme beregner antallet af elementer i A hvor dominate(i) er sand.
For at vise gyldigheden af algoritmen skal [,,, og I; veere invarianter omkring variablerne
m og d. Angiv invarianter hvormed gyldigheden af algoritmen kan bevises (bevis for
invarianterne kraeves ikke).

Algoritme Dominate(n)
Inputbetingelse : array A[l..n] af positive heltal, n > 1

Outputkrav cd={i]|1<i<nAdominate(i)}|
Metode D2

d<1

m < A[l]

{I; N I,} while i <n do
if Ali] > m then
m < Al
d+—d+1
1+—1+1

Svar I,,: m = max(A[l..i — 1])

Svar I: d=|{j|1<j<iAdominate(j)}|

For at kunne bevise at algoritmen terminerer, kraeves en passende termineringsfunktion.
Angiv en termineringsfunktion (bevis for at termineringsfunktionen har de ngdvendige
egenskaber kraeves ikke).

Svar nt+l—i

Opgave 25 (4 %)

Antag at vi har en sorteret keedet liste L og vi har en operation INSERT-AND-CUT-
OFF(x), som indseetter x i L efter at have fjernet alle elementer fra L der er mindre
end x, dvs. vi sletter alle elementer fra fronten af listen indtil vi finder det forste ele-
ment > x.

For at argumentere at INSERT-AND-CUT-OFF tager amortiseret O(1) tid kraeves en
potentiale funktion. Angiv en potentiale funktion hvorved tiden kan bevises. Argu-
mentation for tiden kraeves ikke.

Svar ¢ = |L|






