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Opgave 1 (25%)
For konstanten m = 3.141592. .. gaelder identiteten

7r2_1+1+1+1+1+ —il
6 12 22 32 42 52 =k

Fglgende algoritme beregner summen af de forste n led i ovenstaende sum, d.v.s

Algoritme : 72/6
Input : heltal n > 1

"1
Output  : heltal p og q,hvorz—):z:,—2
7 =1t
Metode :p <« 1;
g1
k«—1;
P =1
{—zz,—Q A kgn} while k < n do
9 =t
k—k+1;
p—pxkxk+q;
q—qgxkxk

Sporgsmal a: Angiv hvilke bevisbyrder der skal eftervises i et gyldighedsbevis

for algoritmen. |
Spgrgsmal b: Eftervis bevisbyrderne fra spgrgsmal a. |
Spgrgsmal c: Bevis at algoritmen er korrekt. O

Spgrgsmal d: Hvor mange bits kraeves til repraesentation af heltallene p hen-
holdsvis ¢ udtrykt som funktion af n i O-notation ? |



Opgave 2 (25%)

Lad z; < 29 < --- < =z, veere n heltallige elementer, og lad til hvert z; vere
tilknyttet en heltallig verdi y;. De n elementer og deres tilknyttede veerdier kan
opfattes som n punkter (z1,41), (z2,%2), ..., (s, yn) 1 planen.

Opgaven beskaeftiger sig med at understgtte operationen MinElementAbove(t)
som returnerer det mindste element x;, hvis tilhgrende veerdi y; er stgrre end eller
lig med ¢, eller meddeler at der ikke findes et sadant element. I nedenstaende figur
er det returnerede element z-koordinaten af det markerede punkt.
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Spgrgsmal a: Hvad er MinElementAbove(10) for punkterne (4,9), (5,17), (19,6),
(23,10), (25,15), (40,7) ? O

I det folgende betragtes en udvidelse af rod-sorte sggetreeer til opbevaring af
elementerne. Lad v.z veaere elementet gemt i knuden v. Hver knude v udvides til
ogsa at gemme vaerdien v.y knyttet til v.z, og den storste veerdi, v.ymax, tilknyttet
en knude i undertraeet med rod i v. Nedenstaende er et udvidet rgd-sort sggetrae
for punkterne fra spgrgsmal a. I knuderne er gverst angivet z,y og nederst ymax-
Rgde knuder er markeret med dobbelt-cirkler.

Spgrgsmal b: Beskriv hvordan et udvidet rgd-sort sggetree kan vedligeholdes
under indsaettelse og sletning af elementer (og tilknyttede veerdier) i tid O(logn).
a

Spgrgsmal c: Beskriv hvordan MinElementAbove(t) kan udferes i tid O(logn).
Argumenter for algoritmens udfgrselstid og korrekthed. ]



Opgave 3 (25%)

Givet to strenge S = S[1]S[2]---S[n] og U = U[1]U[2] - - - U[k], sa er U en super-
sekvens for S hvis S er en delsekvens af U. For eksempel er ACACTGTA en super-
sekvens for ACCT (understregning angiver en sekvens af matchende positioner).

I det folgende angiver S og T to strenge af leengde henholdsvis n og m. En streng U
er en korteste felles super-sekvens for S og T, hvis U er en super-sekvens for bade
S og T, og der findes ikke en kortere streng der er en super-sekvens for bade S
ogT.

Spgrgsmal a: Argumenter for at en korteste feaelles super-sekvens for S og T
har leengde hgjest n + m, og for at en korteste feelles super-sekvens ikke altid er
entydig. O

Lad C(i, j) betegne leengden af en korteste fzelles super-sekvens for S[1]S[2] - - - S[i]
og T[1T[2]---Tj] for 0 <i < nog0 < j < m. Det pastas at C(,7) opfylder
folgende rekursionsformel.

max{i, j } hvis (i=0) VvV (j =0)
Ci,j)=3 1+4Ci—1,7—1) hvis (1 >0) A (7 >0) A S[i] =
14+ min{C(i,j —1),C(i —1,7)} hvis (i>0) A (j>0) A S[i] #
Spgrgsmal b: Argumenter for ovenstaende pastand. ]

Spgrgsmal c: Angiv en algoritme, baseret pa dynamisk programmering, der
givet S og T finder leengden af en korteste feelles super-sekvens. Argumenter for
algoritmens udfgrselstid. O

Spgrgsmal d: Udvid algoritmen til ogsa at finde en korteste feelles super-sekvens
for S og T. |



Opgave 4 (25%)

En gitter-graf er en orienteret graf hvor knuderne er arrangeret i k raekker hver
indeholdende k knuder, hvor k er et positivt heltal. Lad v; ; betegne den jte knude
i den ite reekke. Lad s = vy ;. En gitter-graf har fglgende knuder og kanter:

E = {(vijvij41) [1<i<kAN1<j<k} U
{(wijvij) [1<i<kAl<j<k} U
{(wij,vi;1) 11 <i <k AN1<j<k}

Nedenstaende figur viser gitter-grafen for k = 5.

S

I resten af denne opgave antager vi at alle kanter har en ikke-negativ vaegt.

Spgrgsmal a: Lad n og m betegne henholdsvis antallet af knuder og kanter i
en gitter-graf. Udtryk n og m som funktion af k. |

Sporgsmal b: Hvad er udfgrselstiden for Dijkstra’s algoritme for at finde leeng-
den af de korteste veje fra s = vy til alle de gvrige knuder i en gitter-graf som
funktion af k£ ? m|

Spgrgsmal c: Beskriv en algoritme der finder leengden af de korteste veje fra
s = vy, til alle de gvrige knuder i en gitter-graf i tid O(m). Argumenter for
algoritmens udferselstid og korrekthed. ]

En cylinder-graf er en gitter-graf udvidet med ikke-negative veegtede kanter mel-
lem den venstre og hgjre knude i hver raekke, d.v.s. E indeholder ogsa kanterne
(vin, vig) 08 (Vig, viq) for 1 <i <k,

Sporgsmal d: Beskriv en algoritme der finder laengden af de korteste veje fra
s = vy til alle de gvrige knuder i en cylinder-graf i tid O(m). Argumenter for
algoritmens udfgrselstid og korrekthed. |



