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FADS 17 - Eksamen

Dette eksamensseet bestar af to dele: (1) en meengde multiple-choice-opgaver som teller 75%, og (2) en tra-
ditionel skriftlig opgave som teeller 25%. Multiple-choice opgaverne besvares pa opgaveformuleringen som
afleveres. Den traditionelle opgave besvares pa separat papir som afleveres sammen med opgavefor-
muleringen.

For hver opgave er angivet opgavens andel af det samlede eksamenssat.

For multiple-choice delen, har hvert delspgrgsmal przecist et rigtigt svar. For hvert delspgrgsmal, kan du
veelge max ét svar ved at afkrydse den tilsvarende rubrik. Et delspgrgsmal bedgmmes som fglgende:

e Hvis du satter kryds ved det rigtige svar, far du 1 point.
e Hvis du ikke satter nogen krydser, far du 0 point.
e Hvis du satter kryds ved et forkert svar, far du —ﬁ point, hvor k er antal svarmuligheder.

For en opgave med vaegt v% og med n delspgrgsmal, hvor du opnar samlet s point, beregnes din besvarelse
af opgaven som:

S
7.1]%
n

Bemeerk at det er muligt at fa negative point for en opgave.
For den traditionelle opgave bedes du forsgge at svare sa kort og preecist som muligt, og undga at skrive
ting der ikke er relevante for opgaven. Du ma svare pa dansk eller engelsk. Husk at skrive dit navne herunder:

Navn og studienummer:




Multiple-choice del (75%)

Opgave 1 (6%) I denne opgave angiver logn 2-tals-logaritmen af n, - er multiplikation og / er division. Angiv
om hvert af fglgende udsagn er sande eller falske.

—
o

5n er O(n?) ?

n® er O(5n?) ?

2n 4+ 10 er O(n) ?
n'/2 er O(n'/3) ?
n'/2 +n%er O(n) ?
n?/nt/? er O(n) ?
n'/2.n2er O(n) ?
1/n? er O(1/n) ?
log(4n) er O(5logn) ?
log(n?) er O(logn) ?
(logn)? er O(4logn) ?
(logn)7 er O(n'/*) ?
n?/logn er O(n®/?) ?
2" er O(n?) ?

4" er O(3™) 7

3" er O(2%7) 7

2l er O(n?) ?
24logn or O(n?) ?

n? er O(3°8") ?

n? er O(88") ?
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Opgave 2 (6%) Betragt folgende max-heap, repreaesenteret i et array A:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 [ 8JuaJ2[7][1]4]

Angiv hvordan ovenstaende max-heap ser ud efter indszettelse af elementet 13 (MAX-HEAP-INSERT (A,
13))

Opgave 3 (6%) Antag vi bruger MERGE-SORT til at sortere fplgende array:

1 2 3 4 5 6 7 8
(41698 ]u]2]7]

For hver af folgende par af lister, angiv om MERGE-SORT pa ovenstaende array vil kalde MERGE pa
sadant et par af lister som en del af sin udfgrsel.

Ja  Nej




Opgave 4 (5%) Betragt RADIX-SORT anvendt pa nedenstaende liste af tal (d =5,k = 3).
12220 21101 22100 01101 00002 22102

Angiv den delvist sortede liste efter at radix-sort har sorteret tallene efter de tre mindst betydende
cifre.

O 00002 01101 12220 21101 22100 22102
O 00002 22100 01101 21101 22102 12220
O 22100 12220 21101 01101 00002 22102
® 00002 22100 21101 01101 22102 12220

Opgave 5 (6%) Betragt folgende ubalancerede spgetrae:

Angiv i hvilke blade A-H elementerne 8, 19, 13, 15, 4 skal indsaettes (det antages at for hver indsaettelse
indeholder traeet kun ovenstaende syv elementer).

A B C D E F G H
Insert(8) O O ® O O O O O
Insert(19) O O O O O O ® O
Insert(13) O O O O ® O O O
Insert(15) O O O O O ® O O
Insert(4) O ® O O O O O O



Opgave 6 (6%) Betragt folgende binsere sggetrae indeholdende knuderne a,b,¢,d, e, f, g:

Ngglerne hgrende til knuderne vises ikke pa figuren overfor, men det antages at det er et gyldigt
sogetrae. Antag at vi nu laver en hgjre-rotation (RIGHT-ROTATE) pa kanten imellem a og b. Angiv
for hvert af fglgende udsagn om det er sandt for spgetraeet efter rotationen.

Ja  Nej
e er venstre barn til a (a.left=€¢) & O
d er venstre barn til b (bleft=d) & O
¢ er hgjre barn til b (b.right = ¢) O ®
b er venstre barn til ¢ (c.left=0b) O &

Opgave 7 (6%) For hver af nedenstdende delmeengder, angiv om fglgende bingere tree er et lovligt rod-sort tree
hvis netop disse knuder farves rgde

Ja  Nej
3, 12, 13, 20, 22 ® O
3, 13, 22 ® O
3, 13, 12, 22 O ®
3,6,13,15,20,22 O &



Opgave 8 (5%) I folgende hashtabel er anvendt linear probing med hashfunktionen h(k) = (k? 4+ 2k) (mod 11).

0 1 2
(] [4]

3 4 5 6 7 8 9 10
s [ [ [ [7] [10]

Angiv hvordan hashtabellen ser ud efter elementerne 3, 8 og 6 er blevet tilfgjet (indsat i den rackkefolge,
altsa forst 3, sa 8 og tilsidst 6).

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
© [ T[als[3[8]6] [7] [10]
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
O [m[s[als[3[ [ [ [7]6[10]
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Omrs[4a[s5[3[6] [ [7] [10]

Opgave 9 (6%) Hver af fplgende rekursionsligninger (recurrences) har basistilfeeldet T'(1) = 1. Angiv for hver
ligning, hvad lgsningen er:

T(n) =4T(n/3)+n O Om) O O(nlogn) @ O(n'&st) (O O(n'o813)
T(n) =2T(n/2)+n O On) @ O(nlogn)

T(n)=3T(n/2) +n2 & 6O(n%) (O O(nlogn) O O(n'e23) (O O(n'°e:2)
T(n)=8T(n/2)+n* O O®*) @ O@n’logn) O O(nl°%2)



Opgave 10 (5%) Betragt fglgende orienterede graf:

Angiv antallet af sterke sammenhaengskomponenter (strongly connected components) i grafen

O

O ® O
(= S N

Opgave 11 (6%) Betragt folgende veegtede orienterede graf:

Antag vi kgrer Dijkstra’s korteste veje algoritme (single source shortest paths SSSP), med knuden a som
source. Efter 4 iterationer vil knuderne a, f, e og b vaere hevet ud af prioritetskgen (i den rackkefolge),
og der er kaldt RELAX pa deres udgaende kanter. Angiv for hvert af fglgende afstandsestimater,
hvorvidt det svarer til det estimat Dijkstra’s algoritme har pa det tidspunkt, altsa lige inden den 5.
knude hives ud af prioritetskgen.

Ja  Nej
cd=5 ® O
dd=8 O ®
gd=7 ® O
hi=6 O ®



Opgave 12 (6%) Betragt folgende veegtede uorienterede graf:

Angiv for hver af folgende kanter, hvorvidt netop denne kant er med i det (unikke) minimum udspeen-
dende tree (minimum spanning tree MST) for grafen.

Ja  Nej
{bgt O ®
feb} O ®
{eh} ® O
{bh} ® O
{ag} ® O



Opgave 13 (6%) Betragt folgende veegtede orienterede graf:

Betragt den korteste vej i grafen ovenfor i blandt hver af fplgende knudepar: (1) fra a til ¢, (2) fra h til
d, (3) fra a til d, (4) fra b til a, (5) fra c til g. Angiv hvilken af de fem korteste veje, som er kortest:

O Fraatile
O Frahtild
O Fraatild
O Frabtila
® Fractilg

Traditionel del (25%)

I ét-dimensionel k-means clustering, gnsker man at gruppere n tal i k clusters, saledes at summen af prisen
for hvert cluster minimeres. Hvis et cluster C' indeholder tallene 1, ...,z sa er prisen, kaldet Cost(C'), for

dette cluster defineret til: )

£

‘
Cost(C) := Z x; — EJZ_;%

i=1

Vi gnsker altsa at finde en opdeling af n tal i k meengder C1,...,Ck, sadan at hvert tal er i preecist én
meengde og hvor:

k
Z Cost(C;)
i=1
er mindst mulig i blandt alle sadanne opdelinger.

Hvis vi eksempelvis er givet tallene 1,2, 6, 7,21 for k = 2, s kunne en mulig opdeling veere Cy = {1, 2,6},
Cy = {7,21}. Denne clustering/opdeling har prisen:

2
z Cost(C;) =
i=1

2 2 2 2 2
14+2+6 14+2+6 14246 7+21 7+21
1-— p L E 6— ——— 7— 21 —
(=5) ) () () (-5
(1-324+(2-324+(6-3)*+(7T—-14)* + (21 - 14)* =
112.

10



En anden clustering ville veere Cy = {1,2,6,7} og Cy = {21}. Denne clustering har prisen:
2
Z Cost(C;) =
i=1

(1_1+2+6+7
4

)2+(2—4)2+(6—4)2+(7—4)2+(21—211>2 =

34+2°+2°+3%+0 =

26.
Den anden clusering er altsa billigere.
Hvis vi lader 1, .. ., x, vaere n input tal, og hvis vi antager at de er sorteret saledes at 1 < xo < -+ < xp,,
sa kan den optimale pris for en clustering af z1,...,z; ved at bruge k clusters beskrives som:
0 ifk>i
, 4 2
OPT(i, k) = > i1 (acj — Iy {L‘z) ifk<iand k=1

. . . 2
min’} (OPT(j, k1) 4+ 0 (xh R S xz) ) if1<k<i

For n input tal x1,...,2,, med x; < g < --- < x,, gnsker vi altsa at beregne veerdien OPT'(n, k).

Opgave 14 (8%) Udfyld nedenstaende tabel for OPT(i, k) nar input er tallene 1,2,6,7 (z1 = 1,22 = 2,23 =
6,24 =7) og k gar op til 2 (bemaerk at indgangene ikke ngdvendigvis er heltal):

OPT (i, k) 1 2
1 0 0
2 1/2 0
3 14 1/2
4 26 1
Opgave 15 (10%) Angiv en algoritme baseret pa dynamisk programmering, der givet n tal x1,...,2, med z1 <
To < -+- < xy Og et positivt heltal k, beregner den mindst mulige pris for en k-means clustering af

X1,...,2Tn 1k clusters, dvs. beregner OPT(n, k). Angiv algoritmens udfgrselstid.

Opgave 16 (7%) Udvid algoritmen til at rapportere de k clusters i en optimal clustering. Angiv algoritmens
udfgrselstid.

11



Solution

Algorithm 1 KMEANS(z, K)

1: y = array of length n
2: dp = table of size n x K
3: bt = table of size n x K
4: for i =1 to n do
5. if i==1 then
6 yli] = ali
7. else
8: yli] = yli — 1] + «ld]
9: for i =1tondo
10 for k=1to K do
11: if £ > ¢ then
12: dpli][k] = 0
13: else if k==1 then
14: dpli][k] =0
15: for j =1toido
161 dplil[K] = dpli][k] + (a[j] — Lyli])?
17: else
18: for j=1toi—1do
19: v = dp[j][k — 1]
20: for h=j54+1toido
21, o=+ (a[h] - 2yl - ylj])?
22: if j==1or v < dp[i][k] then
23: dpli][k] = v
24: bt[i][k] = j

25: return dp[n][K]

Tid O(n®k) (men O(n*k) er ogsa helt fint til eksamen)

Algorithm 2 BACKTRACK(z, K)

: dp = table from KMEANS(z, K)
: bt = table from KMEANS(z, K)
i1=n

k=K

: while £ > 1 do

Jj = bti][K]

print “cluster x;,1. ;"

=7

k=k-1

: print “cluster z;_;

© P NP

”

=
o

Tid O(n + k)
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