Algoritmer og Datastrukturer (maj 2022) Side 1 af 14

EKSAMEN

Algoritmer og Datastrukturer

Onsdag 25. maj 2022, 9:00-11:00

Institut for Datalogi, Naturvidenskabelige Fakultet, Aarhus Universitet

Antal sider i opgavesaettet (incl. forsiden): 14

Tilladte medbragte hjeelpemidler: Ingen.

Kun det separate svarark skal udfyldes og afleveres.

Denne opgaveformulering skal ikke afleveres.



Algoritmer og Datastrukturer (maj 2022) Side 2 af 14

Vejledning og pointgivning

Dette eksamenssaet bestar af en maengde multiple-choice-opgaver.

Svarene pa opgaverne angives pa det separate svarark som afleveres.

For hver opgave er angivet opgavens andel af det samlede eksamensseet.

Hvert delspgrgsmal har preecist et rigtigt svar.

For hvert delspgrgsmal ma du veelge max ét svar ved at afkrydse den tilsvarende rubrik.

Et delspgrgsmal bedgmmes som fglgende:

e Hvis du seetter kryds ved det rigtige svar, far du 1 point.

e Hvis du ikke saetter nogen krydser, far du 0 point.

. 1 .
e Hvis du saetter kryds ved et forkert svar, far du 71 point, hvor k er antal svar-

muligheder.

For en opgave med veaegt v% og med n delspgrgsmal, hvor du opnar samlet s point,
beregnes din besvarelse af opgaven som:

v %

S
n

Bemeerk at det er muligt at fa negative point for en opgave.
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Opgave 1 (Asymptotisk notation, 6 %)

I det fglgende angiver logn 2-tals-logaritmen af n.

Ja Nej
logn er O(y/n) X 11
Vvn-logn er O(y/n) K 12
nyn er O(n?logn) X 1.3
(logn)® er O(logn) b 14
n-logn er O(n%0h) [ 15
(logn)S + 23lgm e O(27) 1.6
v+ 5log(n?) er O(n3) X L7
22108m or O(n -logn) [ 1.8
n! er O(n-logn) [ 1.9
ologn . O(n) X 1.10
n0-001 Q(nz) X 1.11
nyn er O(n3/?) X 1.12

Opgave 2 (Analyse af lgkker, 6 %)

Algoritme loopl(n)  Algoritme loop2(n)

s=0 1=n
fori=1ton while 7 > 0
for j=1ton 1=1—1
for k=1ton
s=s5+1
Algoritme loop3(n)  Algoritme loop4(n)
s=0 i=1
fori:=1ton while 7 < n
for j=iton j=1
for k=ito j while j > 0
s=s+1 J=1i/2]
t=1+1

Angiv for hver af ovenstaende algoritmer udfgrselstiden som funktion af n i ©-notation.

O(n?) O(n?-logn) O((logn)?) O(nlogn) O(logn) O(n?) @(bg)ign) O(n)
loopl [D] X
loop2 [D]
loop3 [D]
loop4 I [D]

2.1

2.2

2.3

2.4
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Opgave 3 (Inds=ettelser i sggetraeer, 4 %)

Angiv i hvilke blade A—K i ovenstaende ubalancerede bingre sggetrae elementerne 8, 23,
14, 31 og 9 skal indssettes (det antages at fgr hver indssettelse indeholder traeet kun

ovenstaende ti elementer).

A
INSERT(8)
INSERT(23)
INSERT(14)
INSERT(31)
INSERT(9)

Opgave 4 (Max-Heap-Insert,

B C
4%)

K E B BB Ko

EINE N E N E
I

(=] =

X

(2] I 1 I 1 [ ) oY B!

H I J K

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

Angiv den bingere max-heap efter indsaettelse af elementerne 6, 8, 13, 12, 7, 4 og 14 i den

givne rackkefglge med MAX-HEAP-INSERT, startende med den tomme heap.

1 2 3 4 5 6 7
141121136 | 7| 4|8
1 2 3 4 5 6 7
1411213 8| 7|4 |6
1 2 3 4 5 6 7
1413|121 8 | 7|16 | 4
1 3 4 5 6 7
6|8 |13112] 7|4 |14
1 2 3 4 5 6 71
1312|148 | 7|4 |6

X

El

[=]
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Opgave 5 (Build-Max-Heap, 4 %)

Hvad er resultatet af BUILD-MAX-HEAP pa ovenstaende array ?

1 2 3 4 5 6 8 9
9(8|7]6|5[4(3|2|1]| @R
1 2 3 4 5 6 7 8 9
8175924 (3]|6/|1]| @
1 2 3 4 5 6 7 8 9
978654321 ][K
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1/2(3/4/5/6[7[8|9] [
1 2 8 9
918|576 4(3|2]|1] @

Opgave 6 (Heap-Extract-Max, 4 %)

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13
262518159 |17 4 | 7| 2|1 |5 |14]16

Hvad er resultatet af HEAP-EXTRACT-MAX pa ovenstaende max-heap ?

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
25|18(16| 9 (17|15 7|2 |1 |5 |14 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
25|15(18| 7|9 17| 4|2 |1 |5 |14|16
1 2 3 5 6 7 & 9 10 11 12

25|15 (18| 7|9 17| 4 (16| 2|1 |5 |14
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

25|16 (18|15 9 |17| 4 | 7|2 |1 |5 |14 >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
251518 7|9 |17| 4 211|5|14]|16
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Opgave 7 (Partition, 4 %)
1 3 4 6 7 8 10 11 12 13 14 15
11131292319 (2028|165 | 8 |15]30| 1 |27 2
Angiv resultatet af at anvende PARTITION(A, 4, 13) pa ovenstaende array A.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
11131291 (23|19 (20|28]16|5 |8 |15]|30(27]| 2
1 2 3 4 5 6 8§ 9 10 11 12 13 14 15
1113129 1|5 |8]9(15[16]{20(23[28|30|27| 2
12 4 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1123|589 |11|15[16|20|23|27[28[29]30
1 2 3 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15
11131291119 (20(28(16|5 |8 |15(30|23|27| 2| X
Opgave 8 (Radix-sort, 4 %)
1222 1122 0403 4410 4403 1322

Betragt RADIX-SORT anvendt pa ovenstaende liste af tal (d = 4, k = 5). Angiv den delvist
sortede liste efter at RADIX-SORT har sorteret tallene efter de to mindst betydende cifre.

Opgave 9 (Linezer probing, 4 %)

0403 1122 1222 1322 4410 4403
0403 4403 4410 1122 1222 1322
4410 1222 1122 1322 0403 4403
0403 1122 1222 1322 4403 4410 (D]
0403 4403 4410 1222 1122 1322 (X
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
19 9 101421

I ovenstaende hashtabel af stgrrelse 11 er anvendt linear probing med hashfunktionen

h(k) = 3k mod 11.

Angiv positionerne de fem elementer 1, 2, 3, 4 og 7 vil blive indsat pa i hashtabellen (for
hver af indsaettelserne antager vi at hashtabellen kun indeholder elementerne 9, 10, 14, 19

og 21).

INSERT
INSERT
INSERT
INSERT

INSERT

1
2
3
4
7

~~ I~ I~ —~~

~— ~— ~— ~— —

0 1
X B
[a) X
X [

2 3 4
€ X [E]
€ O [E]
€ O [E]
€ O [E]
€ O [E]

EEEEE -

QB e K [E =

7 8

9 10

9.1

9.2

9.3

9.4

9.5
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Opgave 10 (Dobbelt hashing, 4 %)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
22 12 113118

I ovenstaende hashtabel af stgrrelse 11 er anvendt dobbelt hashing med hashfunktionerne
hi(k) = 3k mod 11 og ha(k) = 1 + (4k mod 10).

Angiv positionerne de fem elementer 5, 7, 8, 9 og 11 vil blive indsat pa i hashtabellen (for
hver af indsaettelserne antager vi at hashtabellen kun indeholder elementerne 1, 3, 12, 18
og 22).

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
INSERT(5) o] 10.1
INSERT(7) [D] ] 10.2
INSERT(8) [D] 10.3
INSERT(9) [D] X 104
INSERT(11) [D] X 105

Opgave 11 (Rad-sort trae, 4 %)

For hver af nedenstaende delmaengder, angiv om nedenstaende binzre tree er et lovligt
rgd-sort trae hvis netop disse knuder farves rgde.

Ja Nej
1,2,3,5,8 K
1,3, 6 K 12
1,348 X 1.3
1,3 X 11.4
1,3,4,7,9 X 115
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Opgave 12 (Indsattelse i rgd-sort traeer, 4 %)

Angiv det resulterende rgd-sorte tree nar man indsaetter 23 i ovenstaende rgd-sorte trae
(dobbeltcirkler angiver rgde knuder).

Opgave 13 (Union-find, 4 %)

Angiv den resulterende union-find struktur efter nedenstaende sekvens af operationer, nar
der anvendes union-by-rank og stikomprimering.

MAKESET
MAKESET
MAKESET
MAKESET
MAKESET
MAKESET
UNION(c, e€)

a)

N N N N N
59

3 2

@”/
0 1
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Opgave 14 (Rekursionsligninger, 4 %)

Angiv lgsningen for hver af nedenstaende rekursionsligninger, hvor T'(n) = 1 for n < 1.

V)

T(n)=4-T(n/2) + n?
T(n)=4-T(n/5)+n
Tn)=Tn—-1)+n
T(n) =T(n/5)+5
T(n)=4-T(n/5) +n3

Opgave 15 (DFS, 4 %)

O(logn)

S)

—~

@

n

)

O(nlogn)

EINEINEINEIRE]

©

(n?) ©(n’logn) ©
X
DX

3,

@ @ @ @

X

%)

Betragt et dybde fgrst gennemlgb (DFS) af ovenstaende graf, hvor DFS-gennemlgbet
starter i knuden A, hvor de udgaende kanter til en knude besgges i alfabetisk rakkefglge.

Angiv i hvilken raekkefglge knuderne far tildelt finishing time.

FDBGCHEA FGCBHEDA EGCHFBDA FGCHBDEA

15.1

Angiv for hver af nedenstande kanter hvilken type kanten bliver i DFS gennemlgbet.

Tree edge Back edge Cross edge Forward edge

B XM B E

E B X E

N
LN

Ned
N

@ @ @

15.2

15.3

15.4

(N EINEINE]

15.5

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5
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Opgave 16 (Kruskals algoritme, 4 %)

Antag Kruskals algoritme anvendes til at finde et minimum udspzndende trae for
ovenstaende graf. Angiv hvilken kant sidst inkluderes i det mininmum udspzendende tree.

(D,E) (C,E) (D,F) (C,F) (B,D)

[] D

Opgave 17 (Dijkstras algoritme, 4 %)

Antag Dijkstras algoritme anvendes til at finde korteste afstande fra knuden A til alle
knuder i ovenstaende graf. Angiv hvilken reekkefglge knuderne bliver taget ud af priori-
tetskgen i Dijkstra’s algoritme.

ADHBCEFG ABCDFEGH ABDHCEFG ADHBCFEG

X ()
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Opgave 18 (BFS, 4 %)

For et bredde forst gennemlgb (BFS) af ovenstaende graf startende i knuden A, angiv
raekkefglgen knuderne bliver indsat i kgen @) i BFS-algoritmen. Det antages, at grafen er
givet ved incidenslister, hvor incidenslisterne er sorteret alfabetisk.

ADIHBCFJEG ADHIBJFCGE ADHIBJCFEG ADHIBJFCEG

I D)

Opgave 19 (Topologisk sortering, 4 %)

®)
O—®

Angiv for hver af nedenstaende ordninger af knuderne i ovenstaende graf om det er en
lovlig topologisk sortering.

Ja Nej
BDCA B 191
DCAB X 19.2
CBAD K 193
CDBA X 19.4
CDAB X 19.5
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Opgave 20 (Amortiseret analyse, 4 %)

Et rgd-sort sggetrae understgtter INSERT(z) og DELETE(z), der henholdsvis indsaetter et
element x i et rgd-sort sggetrae og sletter et element x fra et rod-sort sggetrze, begge
i worst-case O(logn) tid, hvor n er den aktuelle stgrrelse af det rgd-sorte sggetrse. Vi
antager i denne opgave at x altid findes i det rgd-sorte trae nar vi udfgrer DELETE(z), dvs.
der fjernes et element fra det rgd-sorte tree.

Angiv for hver af nedenstaende funktioner om den er en potentialefunktion, hvormed man
kan argumentere for at INSERT tager amortiseret O(logn) tid og DELETE tager amortiseret
O(1) tid.

Ja Nej
logn D 20.1
n X 20.2
s logi X 20.3
n-logn X 20.4

n2 @ 20.5

Opgave 21 (Invarianter, 4 %)

Nedenstaende algoritme Multiplikation beregner produktet n - m af to heltal n og m, der
kan veaere positive, negative og nul.

Algoritme Multiplikation(n, m)
Inputbetingelse : Heltal n og m
Outputkrav T =mng Mo
Metode tr <« 0
{I} while n#0 do
if n<0 then
reTr—m
n<n+1
else
rr+m
n<n—1

For hvert af fglgende udsagn, angiv om det er en invariant I for algoritmen Multiplikation,
hvor ng og mg angiver veerdierne for henholdsvis n og m i starten.

Ja Nej
In| = |n| -1
In| < |nol

r=m-n

X E X B KX

]
ng-mo=r+n-m X

n-m=7r-4+ng-mo
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Dynamisk programmering

De naeste tre opgaver vedrgrer at lgse det begreensede mgntopdelings problem ved hjeelp
af dynamisk programmering. Lad C = {c1,ca,...,c,} betegne n forskellig positive og
heltallige mgntveerdier. Vi gnsker at afggre om en heltallig veerdi V' kan opnas med hgjest
M mgnter (den samme mgntveerdi ma gerne indga flere gange). F.eks. for mgntvaerdierne
C =1{2,5,10} kan veerdien V = 19 opnas for M =5, da 19 =2+ 2+ 5+ 10, men ikke for
M =3, da 19 ikke er summen af tre mgnter.

For0 <v <Vog0<m< M,lader vi P(v, m) angive om det er muligt at opna vaerdien v
med hgjest m mgnter. P(v, m) kan bestemmes ved fglgende rekursionsformel.

Sand hvis v =0
Falsk hvisv >00gm =0

P(v,m) =
Sand hvis m > 0 og der findes en mgnt ¢; < v hvor P(v — ¢;, m — 1) er Sand

Falsk ellers
De folgende 3 opgaver bestar i at udfylde 3 blokke i fglgende algoritmeskabelon.

Algoritme Opdeling(V, M, (c1,...,c))

Opret tabel P[0..V, 0.. M] hvor alle indgange er Falsk

for ...
for ...

<< Opgave 22: iterer over P >>

<< Opgave 23: beregn Plv, m] >

if P[V,M]= Sand then

<< Opgave 24: Udskriv en lgsning med hgjest M mgnter >>

else
print ikke muligt

Opgave 22 (4 %)

For hver af nedenstaende stykker kode, angiv om det vil kunne fgre til en korrekt lgsning.

Ja Nej
forv=0toV 22.1
for m=0to M X
forv=0toV 22.2
for m = M to O step - 1 X
for v=V to 0 step -1 X 29.3

for m=0to M
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Opgave 23 (4 %)

For hver af nedenstaende stykker kode, angiv om det vil kunne fgre til en korrekt lgsning.

Ja Nej
if v =0 then
Plv, m] = Sand
A
fori=1ton X
if Plv—¢;,m — 1] = Sand then
P[v,m] = Sand

if v =0 then
P[v,m| = Sand
A
fori=1ton =
if ¢; <v and P[v — ¢;;m — 1] = Sand then
P[v,m| = Sand

if v =0 then
Plv,m] = Sand
if m > 0 then X
fori=1ton
if ¢; <wv and P[v — ¢;,m — 1] = Sand then
P[v,m| = Sand

Opgave 24 (4 %)

For hver af nedenstaende stykker kode, angiv om det vil kunne fgre til en korrekt lgsning.

Ja Nej
while V > 0 do
fori=1ton
if ¢;, <V and P[V —¢;, M — 1] = Sand then
print ¢; X
VZV—CZ‘
M=M-1
fori=1ton
while ¢; <V and P[]V — ¢;, M — 1] = Sand do
print ¢; X
V:V—Ci
M=M-1
fori=1ton
if ¢; <V and P[]V —¢;, M — 1] = Sand then
print ¢;
V=V-q¢ DZ(

M=M-1

23.2

23.3

24.1

24.2

24.3



