
���������
	 �

��
������������������������! "
"#$�%�'&)(+*-,.#%(�/
/0���� "
�12���� "
"1��!�� "��/0���3������4657��#�83��
9�:���;��<7��8=��
��
(� �12�2�>
��%/
���%
� ?(+�A@������B���DCFE ,7G
�� ���/
���=�%����4H#>�2/I
?���.�2�����J�����2����#>
"�2�K(+*MLN�O
" " ��
 �
"1212�!�QPM�>�%��#$��RTS(�/
���J
U(������HVTW!�+(��;�������X*ZY2���� "#���#>��
"�����;*Z�2�[�J
"�;(� "1��2��
9�%/
�]\

���������
	 ^

��
������_���'�������������- "
"#$�%�T&;(+*X,
#�(�/
/0���� "
�12���� �
"12�_�� "��/
���=�����_�21[���-`��� ��%(� =a74b5c��#�83�>
��
����d:ef,� ��21Ta�gT*Z�2�>�����=�%���>hi��
"��#jhj(� �12�2�>
��%/
�k�%
� l(b�M@6���J������d:ema�gn�� "��/0���=�%���M#��2/o`6(��
��(���1pCq,sr�aOG=4ut-Cq,sr�aOG=4-vwCq,Hr2aOG=4TV�V�V]eZ�J�O#x@6���K`=�2���>�KCq,sr2a3Gy�%���� ���/
���=�'*Z�%(;&z`=�O
"#
�O
s`6(y�O���{#��2�$�%���>����&Tg�V

���������
	 |

} 
l���[1�
��2���[,~/
Y��%�>
"838����k�21B,~5c�2 �����4J�J���kR6(+�>�O
"#$��R6(�#�#>���[#�(�/0/
���lVT�����M����12
9�2���
/
Y��%�>
"8D��1�5c�2 ��
8b(����O
!(+*Z12Y����;�2/�57�� ��%�������
*Z�2�
#>���2�0��
" [/
Y��%�>
"838����H4M*Z�2�
 "
� " ��
�� " "���AR6(�#>#����{��
" FV��A���'���0ef(+*M������ " ����'(����J���K�J�O
"#'12���J����g�
"838+�0/��J "
"1+��(+�{(+*Z1�Y2���
#$�%Y2�>���� �#���#>*Z�2�>`��2 "�J����/0�� " "��/��%�057�� ��%�{�� � "�������:/
Y��%�>
"838�����V!�_(]�;���~(� "1��2��
9�%/
�A�����
R6(+�������[/0Y+�%��
�838������21�5c�2 �����VnW��+(������!(� "12����
���/0����#M�J�J*ZY2���� "#>��#>��
"��\



Opgave 16

Følgende tegning (der best̊ar af et antal rektangler) kan opfattes som repræsen-
terende bygninger i en by.

(*)

5 10 151 302520

(a)

Byens silhuet repræsenteres af følgende tegning

(**)

5 10 151 302520

(b)

Opgaven g̊ar ud p̊a at skrive en del-og-kombiner algoritme, der læser en følge af
elementer af formen (li, hi, ri), som hver angiver et rektangel, hvis venstre (højre)
side har x-koordinat li (ri), og hvis højde er hi. “Byen” (*) repræsenteres s̊aledes
af følgende data

(1,11,5) (2,6,7) (3,13,9) (12,7,16) (14,3,25) (19,18,22) (23,13,29) (24,4,28)

Algoritmen skal producere en liste af tal af formen

(***) (x0, h1, x1, h2, . . . , xi−1, hi, xi, . . . , hn, xn)

hvor x’erne er voksende og hi angiver silhuethøjden mellem xi−1 og xi. (**)
repræsenteres s̊aledes af følgende liste



(1,11,3,13,9,0,12,7,16,3,19,18,22,3,23,13,29)

a) Antag, at der er givet en silhuet af formen (***) samt en bygning (l, h, r).
Hvordan opdateres silhuetten til ogs̊a at omfatte denne bygning?

b) Udvid svaret p̊a a) til at vise hvordan man kombinerer to silhuetter.

c) Skriv del-og-kombiner algoritmen for hele problemet og angiv dens udførelsestid.
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Opgave 21 – Gitter-graffer

En gitter-graf er en orienteret graf hvor knuderne er arrangeret i k rækker hver
indeholdende k knuder, hvor k er et positivt heltal. Lad vi,j betegne den jte knude
i den ite række. Lad s = v1,1. En gitter-graf har følgende knuder og kanter:

V = {vi,j | 1 ≤ i ≤ k ∧ 1 ≤ j ≤ k}

E = {(vi,j, vi,j+1) | 1 ≤ i ≤ k ∧ 1 ≤ j < k} ∪

{(vi,j, vi,j−1) | 1 ≤ i ≤ k ∧ 1 < j ≤ k} ∪

{(vi,j, vi+1,j) | 1 ≤ i < k ∧ 1 ≤ j ≤ k}

Nedenst̊aende figur viser gitter-grafen for k = 5.

s

I resten af denne opgave antager vi at alle kanter har en ikke-negativ vægt.

a) Lad n og m betegne henholdsvis antallet af knuder og kanter i en gitter-graf.
Udtryk n og m som funktion af k.

b) Hvad er udførselstiden for Dijkstra’s algoritme for at finde længden af de
korteste veje fra s = v1,1 til alle de øvrige knuder i en gitter-graf som
funktion af k ?

c) Beskriv en algoritme der finder længden af de korteste veje fra s = v1,1 til
alle de øvrige knuder i en gitter-graf i tid O(m). Argumenter for algoritmens
udførselstid og korrekthed.

En cylinder-graf er en gitter-graf udvidet med ikke-negative vægtede kanter mel-
lem den venstre og højre knude i hver række, d.v.s. E indeholder ogs̊a kanterne
(vi,1 , vi,k) og (vi,k , vi,1) for 1 ≤ i ≤ k.

d) Beskriv en algoritme der finder længden af de korteste veje fra s = v1,1 til
alle de øvrige knuder i en cylinder-graf i tid O(m). Argumenter for algorit-
mens udførselstid og korrekthed.
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Opgave 27

Betragt følgende graf — en s̊akaldt H(2)-graf —

,

som best̊ar af 2 dobbelt-sekskanter
( )

omgivet af 3 enkelt-sekskanter ( ).

Dette er et specialtilfælde af de mere generelle H(k)-grafer, som best̊ar af k

dobbelt-sekskanter omgivet af k + 1 enkelt-sekskanter.

Spørgsm̊al a: Angiv – udtrykt ved k – antallet af knuder og kanter i en
H(k)-graf. 2

Betragt nu en vægtet H(k)-graf, hvor de vandrette kanter i enkelt-sekskanterne
har vægt 1 (øverst) og 3 (nederst), og hvor alle andre kanter i s̊avel enkelt- som
dobbelt-sekskanterne har vægt 2. Eksempelvis har H(1)-grafen vægtet p̊a denne
måde følgende udseende

1

3

1

3

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

.

Spørgsm̊al b: Tegn en s̊adan vægtet H(2)-graf og angiv et letteste udspændende
træ for grafen. 2

Spørgsm̊al c: Angiv vægten af et letteste udspændende træ for en s̊adan vægtet
H(k)-graf. Argumenter for svaret. (Vink: Husk at for en sammenhængende graf
med n knuder indeholder et letteste udspændende træ n − 1 kanter). 2

Lad N > 3 være et vilk̊arligt heltal og betragt vægtede H(k)-grafer hvor alle
øvre vandrette kanter i enkelt-sekskanterne har vægt 1 og alle de nedre vandrette
kanter i enkelt-sekskanterne har vægt N (N erstatter 3), og hvor alle andre kanter
i grafen har vægte der er strengt større end 1 og strengt mindre end N (vægtene
kan være forskellige).

Spørgsm̊al d: Angiv en algoritme med udførselstid lineær i grafens størrelse,
der finder et letteste udspændende træ for en s̊adan graf. Argumenter for at
algoritmen er korrekt. Antag at grafen som sædvanligt er givet ved en adjacency

list repræsentation. 2








