Opegave 1

Givet en uordnet liste S af n sammenlignelige elementer, beskriv en effektiv
algoritme til at finde de [/n| elementer, som i en ordnet version af S ville
ligge teettest pa medianen. Hvad er udfgrelsestiden for din algoritme?

Opgave 2

Givet en uordnet liste S af n sammenlignelige elementer og et heltal k, beskriv
en O(nlogk) forventet-tids-algoritme til at finde de O(k) elementer som har
rang [n/k]|, 2[n/k], 3[n/k]|, ...(dvs find hvert [n/k|te element fra S hvis
vi havde sorteret S).

Opgave 3

Vi er givet n mgtrikker og n bolte, der parvist passer sammen. For en given
mgtrik og bolt kan vi afggre om bolten er for stor til mgtrikken, for lille
eller passer til. Det er (af en eller anden uvis grund) ikke muligt at afggre
stgrrelsesforholdet mellem to bolte eller to mgtrikker. Lav en algoritme der
parrer mgtrikker og bolte. Hvad er algoritmens udfgrelsestid?



Opegave 4

Folgende tegning (der bestar af et antal rektangler) kan opfattes som repraesen-
terende bygninger i en by.

1 5 10 15 20 25 30
(a)

Byens silhuet repraesenteres af folgende tegning

]

(**)

1 5 10 15 20 25 30
(0)

Opgaven gar ud pa at skrive en del-og-kombiner algoritme, der laeser en folge af
elementer af formen (;, h;, r;), som hver angiver et rektangel, hvis venstre (hgjre)
side har z-koordinat I; (r;), og hvis hgjde er h;. “Byen” (*) repreesenteres saledes
af folgende data

(1,11,5) (2,6,7) (3,13,9) (12,7,16) (14,3,25) (19,18,22) (23,13,29) (24,4,28)

Algoritmen skal producere en liste af tal af formen
<***) (Io, hl, xy, hQ, N i I hi, Liyonny hn7 .I‘n)

hvor z’erne er voksende og h; angiver silhuethgjden mellem z; 1 og z;. (**)
repracsenteres saledes af fglgende liste



(1,11,3,13,9,0,12,7,16,3,19,18,22,3,23,13,29)

a) Antag, at der er givet en silhuet af formen (***) samt en bygning (I, h,r).
Hvordan opdateres silhuetten til ogsa at omfatte denne bygning?

b) Udvid svaret pa a) til at vise hvordan man kombinerer to silhuetter.

c¢) Skriv del-og-kombiner algoritmen for hele problemet og angiv dens udfgrelsestid.



Opgave 5

Lad x = 21%9.. . Tpy Y = Y1Y2---Ym O 2 = 2122 ...Zn1m Veere tre strenge af
lzengde henholdsvis n, m og n+m. Vi kalder z et flet af x og y, hvis x og y findes
som to disjunkte delsekvenser i z, og disse tilsammen udggr hele z.

Eksempler: gulerod er et flet af uro og gled, og dalgato-
rastritukturmerer er et flet af algoritmer og datastrukturer.

For 0 < i <nog0<j<mlader vi F[i,j] vaere en boolsk verdi, der angiver,
hvorvidt strengen 212, ... z;4; er et flet af strengene z125...2; og ¥192 . ..y;. Her
defineres ;x5 ... x; som den tomme streng, nar ¢ = 0 (og tilsvarende for y og z).

Fi, j] kan beskrives ved fglgende rekursionsformel:

T Xz'j; 121,]:0
F[’L,]]— Y;'j, i=0,7>1
Sand, 1,7 =0,
hvor X;; og Y;; er udsagnene
Yij = (zigj=y; N F[i,j—1]).

Spergsmal a: Opskriv tabellen for F', nar x er uro, y er gled og z er gulerod.
O

Spgrgsmal b: Beskriv i form af pseudo-kode en algoritme baseret pa dynamisk
programmering, som i tid O(nm) afger, hvorvidt z er et flet af z og y. Der kraeves
et argument for, at algoritmen har den angivne kompleksitet. O

Spegrgsmal c: Ggr rede for, hvordan algoritmen kan udvides til i tilfselde af et
positivt svar ogsa at returnere indekserne for en delsekvens af z, som er lig z. O



Opgave 6

En gitter-graf er en orienteret graf hvor knuderne er arrangeret i k reckker hver
indeholdende k knuder, hvor £ er et positivt heltal. Lad v; ; betegne den jte knude
i den ite reekke. Lad s = vy ;. En gitter-graf har fplgende knuder og kanter:

E = {(1)2‘7j,11i7j+1)‘1§i§k’/\1§j<l€}U
{(Ui,jvyi,j—l) ‘ 1§Z§k’ A\ 1 <]§k} U
{(vi,jvvi—i-l,j) ‘ 1 S Z < k A\ ]. S] S k}

Nedenstaende figur viser gitter-grafen for k = 5.

S

I resten af denne opgave antager vi at alle kanter har en ikke-negativ veegt.

a) Lad n og m betegne henholdsvis antallet af knuder og kanter i en gitter-graf.
Udtryk n og m som funktion af k.

b) Hvad er udfgrselstiden for Dijkstra’s algoritme for at finde leengden af de
korteste veje fra s = vy til alle de gvrige knuder i en gitter-graf som
funktion af k 7

c¢) Beskriv en algoritme der finder laengden af de korteste veje fra s = vy til
alle de gvrige knuder i en gitter-graf i tid O(m). Argumenter for algoritmens
udfgrselstid og korrekthed.

En cylinder-graf er en gitter-graf udvidet med ikke-negative veegtede kanter mel-
lem den venstre og hgjre knude i hver reekke, d.v.s. F indeholder ogsa kanterne
(Vi1 vig) 0g (Vig, vig) for 1 <i <k.

d) Beskriv en algoritme der finder laengden af de korteste veje fra s = vy til
alle de gvrige knuder i en cylinder-graf i tid O(m). Argumenter for algorit-
mens udfgrselstid og korrekthed.



Opgave 7

Denne opgave omhandler flude grafer, der er specielle orienterede, vagte-
de grafer. De har altid to bestemte knuder s og t, og defineres i gvrigt
induktivt som felger.

Den mindste flade graf bestar blot af to knuder og en enkelt kant:
To flade grafer:

kan danne en ny ved at blive sat sammen 1 serze:

oo 0

Her sammensmelter man t-knuden for G; og s-knuden for G til en almin-

delig knude.
To flade grafer:

kan danne en ny ved at blive sat sammen 1 parallel:
g@@@j@ ;
Wy W Wy

Her introducerer man to nye knuder, der bliver henholdsvis s-knuden og

t-knuden, og fire nye kanter.



a) Lad k(n) veere antallet af kanter i en flad graf med n knuder.
Argumentér for, at k(n) € O(n).

For en flad graf er vi nu interesserede i at finde leengden af den korteste
vej fra s-knuden til t-knuden.

b) Hvor lang tid vil det med Dijkstras algoritme tage at lgse denne
opgave for en flad graf med n knuder?

c) Hvordan kan man udnytte den specielle struktur af flade grafer
til at opna en mere effektiv algoritme?




Opgave 8

Et skraplan er en orienteret vaegtet graf, med ikke-negative vaegte, i1
hvilken knuderne sidder i et rektangulaert gitter, og hver knude har en
kant til dens eventuelle sydlige, gstlige og sydastlige nabo. Den nord-
vestligste knude i1 grafen kaldes for dens rod. Det folgende er et eksempel
med 12 knuder, hvor roden er farvet sort.

OO Oan®

0] 8\_ 6| 0N 3| 2 _4

(\ 1 N9 N5 )
S . .

1] 4017 1N 8| 7N 0

N N N
B3\ 2 6
a) Hvis et skraplan har r raekker og s sgjler, sa har det naturligvis
n = r - s knuder. Hvor mange kanter har det, udtrykt ved r og s?

Vi antager i det fglgende en passende repraesentation af et skraplan, der
tillader, at man 1 konstant tid kan komme frem og tilbage mellem en
knude og dens sydlige, gstlige og sydgstlige naboer.

Vi er interesserede i at finde laengden af den korteste vej fra roden til hver
af de gvrige knuder.

b) Hvad er tidskompleksisteten for at beregne dette for et skraplan
med n knuder, hvis vi benytter Dijkstras algoritme?

c) Beskriv en algoritme, der lgser problemet i tid O(n).

Vi er ogsa interessede i for hvert par af knuder at finde laengden af den
korteste vej mellem dem.

d) Hvad er tidskompleksiteten for at beregne dette for et skraplan
med n knuder, hvis vi benytter algoritmen i kapitel 7.2.1 i [GT]

e) Beskriv en algoritme, der lgser problemet i tid O(n?).




Opgave 9

Betragt fglgende graf — en sakaldt H(2)-graf —

)

som bestar af 2 dobbelt-sekskanter (8) omgivet af 3 enkelt-sekskanter ({)).

Dette er et specialtilfeelde af de mere generelle H(k)-grafer, som bestar af k
dobbelt-sekskanter omgivet af & + 1 enkelt-sekskanter.

Spgrgsmal a: Angiv — udtrykt ved k& — antallet af knuder og kanter i en
H(k)-graf. O

Betragt nu en vegtet H(k)-graf, hvor de vandrette kanter i enkelt-sekskanterne
har vaegt 1 (gverst) og 3 (nederst), og hvor alle andre kanter i savel enkelt- som
dobbelt-sekskanterne har vaegt 2. Eksempelvis har H(1)-grafen vaegtet pa denne
made folgende udseende

Spgrgsmal b: Tegn en sadan vaegtet H (2)-graf og angiv et letteste udspeendende
trae for grafen. O

Spgrgsmal c: Angiv veegten af et letteste udspasendende treae for en sadan veegtet
H(k)-graf. Argumenter for svaret. (Vink: Husk at for en sammenhaengende graf
med n knuder indeholder et letteste udspesendende trae n — 1 kanter). a

Lad N > 3 vaere et vilkarligt heltal og betragt veegtede H (k)-grafer hvor alle
gvre vandrette kanter i enkelt-sekskanterne har veegt 1 og alle de nedre vandrette
kanter i enkelt-sekskanterne har veegt N (N erstatter 3), og hvor alle andre kanter
i grafen har veegte der er strengt storre end 1 og strengt mindre end N (vaegtene
kan veere forskellige).

Spgrgsmal d: Angiv en algoritme med udfgrselstid lineser i grafens stgrrelse,
der finder et letteste udspeendende tree for en sadan graf. Argumenter for at
algoritmen er korrekt. Antag at grafen som seedvanligt er givet ved en adjacency
list repraesentation. O



Opgave 10

P& et gulv gnsker man at skrive seetninger ved hjaelp af fliser med bogstaver
pé. Desvaerre kan man ikke ngdvendigvis kgbe fliser med enkelte bogstaver
pé, s8 det kan veere et problem at fa skrevet de gnskede setninger.

Generelt er vi givet en samling flisetyper, repraesenteret som en liste F af
tekster, samt en seetning S, der blot er en tekst. Vi gnsker at afggre, om man
med (en ubegraenset forsyning af) de givne flisetyper kan skrive den valgte
setning.

For eksempel kan vi betragte ssetningen:

D|A|T|A|L|0|G|I| |E|R| |B|A|R|E| [S|&] [s|J|o]v]|T

og fplgende samling af flisetyper:

BlA|R

=l e |1 ||

O[O ||O || j|O
Q0| ||O

<|[=|= o] ]e]=]a|= ] ]|[=]e]o o ]|[o]= = ][=|=]
[#p]




Her kan problemet lgses pé folgende méde:

DIA|T{A]|L|O|G||I] [E|R BIA[R||E| |s||A| [s|J]|o]|v|T

a) Benyt dynamisk programmering til at opna en effektiv algoritme.
Hvad bliver tidskompleksiteten af algoritmen?





