Puslespil ved Ombytninger
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Vi betragter i det fglgende rektanguleere puslespil med n brikker. Vi antager at brikkerne
er nummererede fra 1 til n, hvor brikkerne er nummereret efter deres korrekte placering
startende i gverste venstre hjgrne, jvf. nedenstaende eksempel.
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For at lgse et puslespil ma man gentagne gange udveelge to brikker og bytte om pa disse
to brikkers placeringer. I figur 1 ses et eksempel pa et puslespil med 9 brikker der er lgst ved 5
ombytninger. Malet er for et givet puslespil at finde en sekvens af ombytninger der indeholder
feerest mulige ombytninger.

1 En gradig algoritme

Nedenstaende algoritme lgser et puslespil ved i hver ombytning at flytte en ny brik til sin
korrekte plads.

Algoritme Puslespil

while der findes en brik x som ikke er placeret korrekt do
lad y veere brikken pa x’s korrekte plads
ombyt(z,y)

od

Lemma 1 Algoritmen bytter aldrig om pa brikker der star pa en korrekt plads.

Bewvis. Ved ombytningen i algoritmen star x ikke pa sin korrekte plads ved valget af z, og y
star heller ikke pa sin korrekte plads, da den star pa x’s plads. O
Lemma 2 Algoritmen udforer hgjst n — 1 ombytninger.

Bewvis. Hver ombytning flytter mindst en brik, x, til sin korrekte plads. Den sidste ombytning
flytter bade x og y til deres korrekte pladser, dvs. der er hgjst n — 1 ombytninger. O
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Figur 1: Ovenstaende puslespil er lgst ved ombytningerne (6,7), (2,4), (1,5), (3,8), og (5,9).

2 En forfinet analyse

Ikke alle puslespil kraever ngdvendigvis mange ombytninger. F.eks. hvis alle knuder i starten
star pa deres korrekte plads, sa kreeves der ingen ombytninger. Et lidt mere interessant ek-
sempel er nedenstaende hvor ingen brikker er pa deres korrekte pladser, men hvor algoritmen
kun bruger n/2 ombytninger.
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I det folgende vil vi se pa hvor mange ombytninger der kraeves for et konkret puslespil, og
give en bedre analyse af den gradige algoritme.

For et givet puslespil tegn en pil fra et felt med en brik x til det korrekte felt for x, jvf.
figur 2. Dette giver anledning til en maengde af cykler (en cykel er en sammenhaengende rackke
af pile der starter og slutter samme sted), hvor hvert felt netop indgar i en cykel. Bemaerk at
et felt med en korrekt brik udger en cykel for sig selv.

Lemma 3 Nar alle brikker er korrekt placeret er der preecis n cykler.

Bevis. Fglger umiddelbart af definitionen af cyklerne. O

Lemma 4 En ombytning af to brikker i samme cykel gger antallet af cykler med én. En
ombytning af to brikker fra to forskellige cykler reducerer antallet af cykler med én.
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Figur 2: Et puslespil hvor brikkerne udggr 4 cykler A, B, C, og D.

Bevis. Lad de to brikker der byttes om veere x og y, og antag de er placeret pa henholdsvis
felterne f1 og fa2, og at deres korrekte placering er pa henholdsvis f3 og fy (hvor muligvis f3 =
f2 og/eller fy = f1). De to tilfzelde er illustreret i nedenstaende figur. Ombytningen i samme
cykel svarer til at ga fra venstre mod hgjre, hvor en cykel deles i to cyklere. Ombytningen
mellem to forskellige cykler svarer til at gé fra hgjre mod venstre, hvor to cykler sattes
sammen til en cykel.
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Lemma 5 Algoritmen krever precis n—k ombytninger for at lgse et puslespil med n brikker
og k cykler i starten.

Bevis. Da algoritmen altid ombytter to brikker fra samme cykel (y kommer umiddelbart efter
x i cyklen), gger hver ombytning antallet af cykler med én (Lemma 4). Da man starter med
k cykler og slutter med n cykler (Lemma 3) foretages der praecis n — k ombytninger. a

Seetning 1 For at lgse et puslespil med n brikker og k cykler i starten kreves precis n — k
ombytninger.

Bevis. At n — k ombytninger er tilstrackkeligt (en gvre grense) folger af Lemma 5. At man
ikke kan ggre det med feerre ombytninger (en nedre grense) folger af at ingen ombytning kan
forpge antallet af cykler med mere end én (Lemma 4), og at man skal starte og slutte med
henholdsvis k£ og n cykler. O

Vi siger at algoritmen er optimal, da vi har vist at den opnar det bedst mulige antal
ombytninger for alle mulige puslespil.



3 Tilfeeldige puslespil

Ifglge Seetning 1 har vi at ikke alle puslespil kraever det samme antal ombytninger. Det
afggrende er antallet af cykler i permutationen (omplaceringen) af brikkerne. Hvis permuta-
tionerne er tilfzeldige valgt saledes at alle permutationer er lige sandsynlige, sa gaelder ne-
denstaende sztning. Det fglger heraf at det forventede optimale antal ombytninger for et
tilfseldigt puslespil er n — S, 4

=17

Seetning 2 Det forventede antal cykler i en tilfeldig permutation af n brikker er
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H,, betegnes det n-te harmoniske tal og kan tilnermelsesvis beskrives ved
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hvor v = 0.577215664901 . .. er Euler-Mascheroni konstanten.
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Figur 3: Fordelingen af antallet af cykler i 10.000.000 tilfseldige puslespil med 64 brikker. Det
forventede antal cykler er Hgy & 4.7439.

Opgaver

1. Vis at hvis alle brikker ikke star pa deres korrekte pladser i starten, sa kreeves mindst
n/2 ombytninger for at lgse puslespillet.

2. Angiv et puslespil med 4 brikker og en optimal felge af ombytninger for det givne
puslespil (en folge af ombytninger der indeholder det mindst mulig antal ombytninger),
men hvor ikke alle ombytninger flytter mindst én brik til den korrekte plads.

3. For et givet n, angiv et puslespil med n brikker og en optimal fglge af ombytninger, der
opnar det maksimale antal ombytninger der ikke bringer mindst én brik til den korrekte
plads. Argumenter for at fglgen af ombytninger er bedst mulig.



