
Opgave 1 (15%)

En rational funktion er enten et polynomium, en sum af eller en kvo-

tient mellem rationale funktioner. De kan repr�senteres som v�rdier af

f�lgende rekursive Trine type

Type Rat = Sum(sim: Simpel, plus: Liste, div: Par)

Type Simpel = Prod(k, n: Int)

Type Liste = List(Rat)

Type Par = Prod(v, h: Rat)

Fx vil den rationale funktion

3x7 + 4x+ 3

x13

2x + 3
� x12

blive repr�senteret af Rat-v�rdien, der kan skitseres som f�lger
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div

plusplus

div

(3,0)(2,1)

(1,13)

(�1,12)(3,0)(4,1)(3,7)

Skriv en Trine v�rdiprocedure

Proc Eval[R: Rat](x: Int) ! (Int)

der beregner v�rdien af den rationale funktion R i punktet x. Der

l�gges v�gt p�a, at besvarelsen er l�selig, detaljeret og korrekt.



Opgave 2 (15%)

Der skal konstrueres en box Histo med f�lgende udseende

Box Histo

Type H=�et histogram�

Proc Init[h:H]

Proc Up[h:H](k, n: Int)

Proc Down[h: H](k, n: Int)

Proc Ask[h:H](k, n: Int) ! (Bool)

Proc Area[h:H]! (Int)

end Histo

som realiserer en datastruktur hvis v�rdier er histogrammer, der ser ud

som f�lger

Der er en s�jle for hvert heltal k � 0, og hver s�jle har en heltallig h�jde.

Proceduren Init giver et histogram hvor alle s�jler har h�jde 0. Pro-

ceduren Up for�ger h�jden af den k'te s�jle med n. Proceduren Down

mindsker h�jden af den k'te s�jle med n; h�jden kan dog aldrig komme

under 0. Proceduren Ask fort�ller, om den k'te s�jle har h�jde mindst

n. Proceduren Area giver arealet af histogrammet.

a) Angiv en speci�kation af proceduren Ask.

I det f�lgende lader vi jhj angive antallet af s�jler med h�jde > 0 i his-

togrammet h.

b) Beskriv en realisation af typen H, s�a Init f�ar tidskompleksitet

O(1), Up, Down og Ask f�ar tidskompleksitet O(log jhj), og Area

f�ar tidskompleksitet O(1).



Opgave 3 (15%)

Vi betragter en Real-vektor V , i hvilken alle elementer er � 0. Det

maksimale delprodukt af V er de�neret ved

maxprod(V ) = maxfV:(j)V:(j+1)V:(j+2) � � �V:(i�1) j 0 � j � i � jV jg

Vi har fx, at for

V = (5:7; 2:3; 0:4; 8:2; 2:7; 0:999)

W = (0:5; 0:2; 0:87)

s�a er maxprod(V ) = V:(3)V:(4) = 22:14 og maxprod(W ) = 1 (bem�rk, at

et \tomt" produkt har v�rdi 1). Det f�lgende er en skitse af en algoritme,

der beregner det maksimale delprodukt.

Algoritme: Maksimalt Delprodukt

Stimulans: V : List(Real), 8i 2 0::jV j : V:(i) � 0

Respons: m = maxprod(V )

Metode: m; p; i:= 1; 1; 0

do fIg

i < jV j !

�iterer�

i:= i+ 1

od

Invarianten I siger, at

m = maxprod(V (0::i))

p = maxfV:(j)V:(j+1)V:(j+2) � � �V:(i�1) j 0 � j � ig

Udfyld �iterer�, s�a algoritmen bliver gyldig og korrekt. Bevis,

at algoritmen er korrekt.



Opgave 4 (15%)

I denne opgave beh�ver man ikke at skrive detaljerede programmer.

Betragt Knapsack problemet, beskrevet i algoritmisk probleml�s-

ningsteknik side 31.

Vi ser nu p�a en variation, hvor man har to rygs�kke, med kapaciteter

henholdsvis C1 og C2. Givet et antal objekter o1; : : : ; on med st�rrelser

s1; : : : ; sn og v�rdier v1; : : : ; vn skal man pakke de to rygs�kke p�a en

s�adan m�ade, at det samlede indhold har st�rst mulig v�rdi. Vi betegner

med MV (C1; C2) denne st�rste v�rdi.

a) Beskriv kort, hvordan den rekursive Knapsack algoritme p�a side

32 skal modi�ceres for at klare to rygs�kke.

Man kan opn�a en stor e�ektivitetsforbedring ved at benytte dynamisk

programmering.

b) Beskriv kort, hvordan Tabel Knapsack algoritmen p�a side

33 skal modi�ceres for at klare to rygs�kke. Hvad bliver den

forbedrede tidskompleksitet?



Opgave 5 (15%)

Betragt f�lgende Trine program

Process P

(+ Type A=List(List(B))

Type B=Prod(x: C, y:Unit)

Type C=Sum(z:A)

Type D=List(B)

Proc Q[a:List(D)]

(+ Type E=List(List(C))

Type C=Prod(x:Sum(z:E), y:Unit)

Var e:E

e:= a

+)

end Q

Var a:A

a:=List(List())

Q[a]

+)

end P

Vil det blive accepteret af overs�tteren? Begrund dit svar.



Opgave 6 (15%)

Betragt f�lgende variation af del-og-kombiner algoritmen til 
ettesorter-

ing.

proc Sorter[w: Vector]

if jwj > 1 !

(+ var w1; w2; : : : ; wk: Vector

w1:=w(0::jwj=k)

w2:=w(jwj=k::2jwj=k)
...

wk:=w((k � 1)jwj=k::jwj)

Sorter[w1]

Sorter[w2]
...

Sorter[wk]

w:=w1

w:=Flet[w;w2]
...

w:=Flet[w;wk]

+)

�

end Sorter

Et kald af Flet[v; w] returnerer 
etningen af v og w i tid O(jvj+ jwj).

a) Angiv tidskompleksiteten for sorteringen af en vektor af l�ngde

n for et givet konstant k.

b) Hvad sker med tidskompleksiteten i det ekstreme tilf�lde hvor

k = n?



Opgave 7 (10%)

Betragt en liste af data med heltalsn�gler. Den kan fx beskrives som en

v�rdi af f�lgende Trine type.

Type Element = Prod(n�gle: Int, data: Data)

Type Liste = List(Element)

S�adanne lister kan sorteres p�a deres n�gle-v�rdier med de g�ngse sorter-

ingsalgortimer. Bem�rk, at disse algoritmer ikke kan referere til data-

v�rdier.

Vi vil kalde en s�adan algoritme for stabil, hvis den lader data med samme

n�gle-v�rdi beholde den samme indbyrdes r�kkef�lge i den sorterede liste

som i den oprindelige liste.

Er f�lgende sorteringsalgoritmer stabile? Hvis ikke, kan man da

let �ndre dem, s�a de bliver det?

� Inds�ttelsessortering (programmeringsteori side 20)

� Udvalgssortering (programmeringsteori side 20)

� Quicksort (algoritmisk probleml�sningsteknik side 8)

� Flettesortering (algoritmisk probleml�sningsteknik

side 12)


