Opgave 1 (20%)

To personer A og B spiller et spil, i hvilket de skiftes til at foretage et
treek. Et spil ender altid enten med uafgjort eller med at A eller B vinder.
Samtlige mulige spil kan beskrives med det sakaldte spilletre, der er en
bestemt vaerdi af typen Spil:

Type Stilling = <en stilling i spillet>>
Type Spil = Prod (s: Stilling, t: Treek)
Type Traek = List (Spil)

Et trae indeholder den aktuelle stilling og for samtlige mulige traek de un-
dertreeer, disse forer til. Dette fortsaetter indtil man nar et blad, hvor
spillet altid er slut. Fx vil en del af spilletracet for det lidt kedelige spil
2 X 2 kryds-og-bolle se saledes ud:
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Vi er givet tre veerdiprocedurer:

Proc A(s: Stilling) — (Bool)
Proc B(s: Stilling) — (Bool)
Proc U(s: Stilling) — (Bool)

der afgor om en given stilling er henholdsvis vundet af A, vundet af B eller
endt uafgjort. Bemeerk, at disse tre muligheder er gensidigt udelukkende,
og at et blad altid vil opfylde en af dem.



Vi er interesserede i at afggre, om A altid kan vinde spillet, hvis han far
lov til at starte. Det gaelder fx for 2 x 2 kryds-og-bolle, men ikke for 3 x 3
kryds-og-bolle, der jo kan ende uafgjort. Denne egenskab kan formuleres
pa folgende gensidigt rekursive facon:

e A er sikker vinder, hvis han enten har vundet roden af spilletracet
eller kan foretage et treek, der fgrer til et spilletrae, hvor B er sikker
taber.

e B er sikker taber, hvis han enten har tabt roden af spilletrecet, el-
ler kun kan foretage traek, der forer til spilletracer, hvor A er sikker
vinder.

Skriv to gensidigt rekursive TRINE vaerdiprocedurer:

Proc Avinder[s: Spil] — (Bool)
Proc Btaber[s: Spil] — (Bool)

der implementerer denne analyse. Der laegges vaegt pa, at besvarel-
sen er letleeselig, detaljeret og korrekt.




Opgave 2 (20%)

Heltalskvadratroden af et ikke-negativt heltal n er som bekendt det tal g,
for hvilket:
¢ <n<(g+1)°

Folgende algoritme vides at vaere korrekt:

Algoritme: Heltalskvadratrod
Stimulans: n: n >0
Respons: q: ¢> <n < (q+1)?
Metode: qr:=0,n
do {(n=q+1)A(r>0)}
r>2%q+l — q, r:=q+1, r- (2*%q+1)
od

a) Angiv algoritmens udfgrelsestid.

Betragt folgende alternative algoritme:

Algoritme: Heltalskvadratrod
Stimulans: n: n >0
Respons: q: ¢> <n < (q+1)?
Metode: qr:=0,n
do {1}
r > 2%q+l —
<find xs& (x> 1) A 2qx +x% < 1)>
(, T:=+X, r- (2% *FX+X*X)

od

b) Find en passende invariant og bevis at algoritmen er korrekt.

c) Find en konkretisering af <find x sa ... >, sa udforelsestiden
bliver veesentlig bedre end i sporgsmal a). Den forbedrede udfgrel-

sestid skal angives, men der kreaeves ikke noget bevis.




Opgave 3 (20%)

En datastruktur G skal indeholde punkter i planen, givet ved deres (hel-
tallige) (x,y)-koordinater. I forste omgang skal datastrukturen understotte
operationerne:

Init[G]

Insert [G] (x.,y)
Delete [G] (x,y)
Member[G] (x,y)

a) Angiv en implementation, sa alle udferelsestiderne tilhgrer
O(logn), hvor n er antallet af punkter i strukturen G.

Et rektangel i planen angives ved to punkter, (px,py) og (qx,qy), der an-
giver henholdsvis det sydvestlige og nordgstlige hjorne:

(gxaqy')

(pxtpy')

Vi gnsker at tilfgje operationen:
Contained [G] (px,py,qx,qy)

som udskriver samtlige de punkter i datastrukturen, der er indeholdt i
rektanglet.

b) Angiv en hensigtsmeessig implementation af den udvidede data-
struktur og angiv udferelsestiderne for operationerne.




Opgave 4 (20%)

I denne opgave indfgrer vi en ny operator i RASMUS. Syntaksen er:

R $ a,b

hvor a og b er navne pa attributter i relationen R. Resultatet er en delrela-
tion af R |+ a,b, hvis tupler intuitivt er de, hvis a-attribut pa flest mader

kan forlaenges til tupler i R. I det folgende bruger vi denne eksempelrelation:
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a:Int | b:Int
10 20
10 20
10 20
11 20
10 30
10 87
10 87
10 87
11 87
11 87
11 87
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Formelt bestemmes tuplerne i R $ a,b som folger. Lad | «
tupeliR |+ a,b. Videfinerer nu N(«,() som antallet af forskellige tupler

7 |iR |- a,bsaledesat| o | 3
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er et tupel i R.

vaere et

N(10,30), N(10,87) og N(11,87).

a) Angiv for eksempelrelationen veerdierne af N(10,20), N(11,20),




For alle tupler| # |iR |+ bindeholderR $ a,b det eller de tupler| o |

der maksimerer N(a,(3).

b) Angiv resultatet af at beregne R $ a,b pa denne relation.

c) Angiv, hvilke af folgende regneregler, der er gyldige (under an-
tagelse af at begge sider er lovlige relationsudtryk). Begrund dine
svar.

1) R$a,b=R $ b,a
2) R+8) $a,b=(RS$ a,b)+(S$ a,b)

3) (R $a,b) $a,b=R$ a,b

d) Vis, hvorledesR $ a,b kan udtrykkes ved hjelp af de ssedvanlige
operatorer 1 RASMUS.




Opgave 5 (20%)

Et kvadratisk stykke ternet papir, hvor hvert felt enten er blankt eller inde-
holder et kryds eller en bolle, kan reprasenteres som en veerdi af fglgende

type:

Type Felt = Sum (kryds, bolle, blank: Unit)
Type Papir — List (List (Felt) )

Vi er interesserede 1 for hvert felt at taelle, hvormange krydser pa stribe der
maksimalt skeerer gennem feltet (lodret, vandret eller diagonalt). Svaret
kan repraesenteres som en veerdi af typen:

Type Xtabel — List (List (Int) )

Det er bekvemt at nummerere de forskellige retninger som fglger:

3 2 1
i,
5 T

Det folgende er et eksempel pa et stykke papir og det gnskede svar:
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Nedenstaende procedure Udfyld lgser denne opgave for en veerdi af type
Papir med dimensioner n X n:



Proc TalR[T: Papir] (r: Int, i, j: Int) — (Int)
if (i<0)V (G<0)Vvi@>n)Vv (G>n)Vv-is(T.(,j), kryds) — return 0 fi
if r=0 — return 1+TaIR[T] (0, i+1, j)
&r=1—return 1+T2IR[T] (1, i+1, j+1)
&r=2 — return 1+T2IR[T] (2, 1, j+1)
&r=3 — return 1+T2IR[T] (3, i-1, j+1)
&r=4 — return 1+T2IR[T] (4, i-1, j)
&r=5 —return 1+T2IR[T] (5, i-1, j-1)
&r=6 — return 1+T2IR[T] (6, 1, j-1)
&r=T—return 1+T2IR[T] (7, i+1, j-1)
fi

end TxlR

Proc TealX[T: Papir] (i, j:Int) — (Int)
if (i<0)V (G<0)Vvi@>n)Vv(G>n)Vv-is(T.(,]j), kryds) — return 0 fi
(+ Var x4, X15, Xo6, X37: Int
xo4:=TeelR[T] (0, 1, j)+TealR[T] (4, i, ]
x15:=TeelR[T] (1, 1, j)+TealR[T] (5, i, ]
x96:=TeelR[T] (2, 1, j)+TealR[T] (6, i, ]
xg7:=TeelR[T] (3, 1, ))+TealR[T] (7, 1, ]
return max (xo4, X15, X26, X37)
+)
end TxlX
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Proc Udfyld[T: Papir, X: Xtabel]
X:=List (List (?-Int | n) | n)
(+ Var i, j: Int
1:=0
do i<n —
j:=0
do j<n —
X.(4, ) :=TelX[T1G, })
ji=j+1
od
1:=1+1
od
+)
end Udfyld



a) Forklar kort, hvorledes dette virker.

b) Angiv den asymptotiske udfgrelsestid for proceduren Udfyld.

c) Skitsér, hvordan man kan bruge dynamisk programmering til at
gore dette mere effektivt. Angiv den forbedrede udfgrelsestid. Vink:
brug en tabel med dimensioner (0..8) x (0..n) x (0..n).




