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Opgave 1 (30%)

En jernbaneskinne af laengde k er en uorienteret graf bestaende af £ sammen-
heengende firkanter. For £ = 12 ser grafen sadan ud:

eS8 ENeanees!

Spgrgsmal a: Angiv sammenhangen mellem antallet m af kanter og antallet n
af knuder i en jernbaneskinne. O

Vi lader nu kanterne i jernbaneskinnen veare vagtede med ikke-negative tal. Vi
gnsker at finde et minimum udspzendende tra for grafen.

Spgrgsmal b: Beskriv en O(n) algoritme, som finder et minimum udspaendende
trae for en vaegtet jernbaneskinne. Du skal argumentere for algoritmens komplek-
sitet, og for, at den finder det gnskede. Antag at grafen som saedvanligt er givet
ved en adjacency list representation. O

Man kan uden bevis bruge, at der geelder fglgende ssetning om minimum ud-
spendende traeer:

Lad G = (V, E) vere en vegtet uorienteret graf, og lad K C E vere
en kantmengde, som indeholder et minimum udspendende tre for G.
Hvis K indeholder en cykel C og hvis e er en kant i C af stgrst vegt,
da vil K — {e} ogsa indeholde et minimum udspendende tre for G.

Vi ser nu pa vaegtede jernbaneskinner, hvor kanterne er orienterede som angivet
pa eksemplet herunder. Vi orienterer med andre ord alle vandrette kanter i gverste
raekke mod hgjre, orienterer alle vandrette kanter i nederste raekke mod venstre
og orienterer alle lodrette kanter nedad.

BRENNENNRRER

Spgrgsmal c: Beskriv en O(n) algoritme, som givet en reference til knuden i
gverste venstre hjgrne i en orienteret jernbaneskinne finder laengden af de korteste
veje til alle andre knuder. Du skal argumentere for algoritmens kompleksitet, og
for, at den finder det gnskede. O



Spegrgsmal d: Argumentér for, at Dijkstras algoritme for korteste veje bruger
Q(nlogn) tid pa en orienteret jernbaneskinne. i

Opgave 2 (25%)

I en rackke algoritmiske sammenhange er der brug for at kunne beregne den
sakaldte prefiz-sum af et array A.

Prefix-summen er et andet array P (af samme leengde som A), hvor elementet
PJi] indeholder summen af elementerne A[0], A[1], ..., A[i]. Formelt:

Pli] = Alj]
§=0
for 0 <i<n.

Spgrgsmal a: Angiv prefix-summen af array’et

A=5,2,61,4,3.

Betragt fglgende algoritme:

Algoritme: PrefixSum(A, n)

Input: A: Array af leengde n+ 1, hvor n > 0
Output: P: Prefix-summen af A
Metode:  S™it

{1}
while £ < n do
SBody

hvor I er invarianten

I: (P[i]:i:A[j] for0<i<k) A (k<n).

j=0

Spgrgsmal b: Angiv, udtrykt ved S™it, §B°dy og I hvilke bevisbyrder, der skal
eftervises i et gyldighedsbevis for algoritmen. O



Spgrgsmal c: Angiv konkret kode for S™® og SB°Y  siledes at bevisbyrderne
kan eftervises. Gennemfgr beviserne. O

Spgrgsmal d: Argumentér for, at den saledes konstruerede algoritme er korrekt.
O

Opgave 3 (25%)

I denne opgave betragtes en model for omkostningen ved at transformere to
strenge til at matche hinanden. For simpelheds skyld tillades kun én operation,
nemlig indsattelse af tegnet '?’, som matcher ethvert andet tegn.

Givet to strenge X = x125...2, 08 Y = 4195 . . . Y, skal man indsaette ’?’ i X og
Y, saledes at de to resulterende strenge matcher hinanden. At to strenge matcher
hinanden betyder, at de er lige lange og at der i hver position star et par af tegn
der matcher hinanden. To tegn siges at matche hinanden, hvis de enten er ens,
eller mindst ét af dem er '?’.

I

Omkostningen ved transformationen er det samlede antal af indsatte '?’ i X og
Y. Vi ¢gnsker finde den mindste omkostning ved at transformere X og Y til to
matchende strenge.

Betragt som eksempel strengene X = hund og Y = hgne. Ved indsattelse af i alt
fire ’?’ kan de bringes til at matche hinanden pa fglgende made:

h?un?d
hg?ne?

Spegrgsmal a: Argumenter for, at fire er den minimale omkostning i dette ek-
sempel. O

Spgrgsmal b: Argumentér for, at der generelt galder, at den minimale omkost-
ning ved at transformere to strenge X og Y til at matche hinanden hgjst kan
blive | X |+ |Y|. Her angiver |Z| antallet af tegn i strengen Z. |

Man kan ved hjalp af dynamisk programmering finde den mindste omkostning
ved at transformere X og Y til to matchende strenge.

Spgrgsmal c: Opskriv en rekursionsformel for det minimale antal '?’, der skal
indsattes i X og Y for at de matcher hinanden, og konstruér pa basis heraf en



algoritme, som ved hjalp af dynamisk programmering finder dette antal. Du skal
argumentere for savel korrekthed som udfgrelsestid for algoritmen. O

Opgave 4 (20%)

For et talsaet {x1,zs, ..., z} defineres middelverdien M som
1k

I denne opgave betragtes den saedvanlige ADT dictionary (jf. Goodrich og Tamas-
sia, side 248), som gnskes udvidet med fglgende operation:

MEAN(@, b): Angiv middelveerdien for talsaettet bestdende af de
nggler z, der opfylder a < z < b.

Spgrgsmal a: Angiv hvad operationen MEAN(7, 27) returnerer, hvis ngglerne i

dictionary’en er
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 31, 37

O

Spgrgsmal b: Vis hvorledes en sadan udvidet dictionary kan implementeres,
sa operationerne FINDELEMENT, INSERTITEM, REMOVE 0og MEAN alle far loga-
ritmiske udfgrelsestider. O



