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Undervisningsformer

Forelæsninger 2 + 2 timer/uge  [fysisk + optages + efterfølgende video]

Teoretiske øvelser “TØ” 3 timer/uge  [fysisk]

Studiecafé 5 x 2 timer/uge  [fysisk]

Online diskussionsforum  [Brightspace]

Afleveringer (grupper 1-3 personer)

9 teoretiske afleveringer (skal godkendes) 

4 ugers programeringsopgaver (del af karakteren)

Eksamen

2 timers multiple choice, uden hjælpemidler, 7-skala 

Sprog

Forelæsninger og øvelser dansk 

(materialle og kursusside dog engelsk)

Træner algoritmiske formuleringer

Afleveres på Brightspace

Frist aftales med instruktoren

Genaflevering (positivt) = instruktor 

feedback og mulighed for at forbedre sig

Anbefales grupper af 2-3 personer for

løbende at kunne diskutere opgaver

Kursuselementer

Forelæsningerne gennemgår stoffet

Til øvelserne arbejder man med stoffet

Hjælp til ugeopgaver og afleveringer af en 

instruktor (cs.au.dk/studiecafe)

Tidligere eksamensopgaver og 

træningsopgaver på kursussiden



Tidsforbrug                        timer x uger

Forelæsninger 4 x 14 = 56

Teoretiske øvelser (TØ) 3 x 14 = 42

Studiecafé 1 x 14 = 14

Afleveringer 3 x 14 = 42

Forberedelse forelæsning 2 x 14 = 28

Forberedelse TØ 2 x 14 = 28

Forberedelse eksamen 45

Eksamen 2

Timer i alt 257

3 timer om ugen med en instruktor

En række opgaver til hver gang

Opgaverne på “Course plan” hørende til forelæsninger 

efter jeres sidste TØ time, og op til denne TØ time

Format

1. I forbereder jer inden TØ i læsegrupperne og 

forsøger at forstå og løse alle opgaverne

Brug studiecafé & diskussionsforummet til hjælp

2. Ved øvelserne gennemgåes opgaverne af de 

studerende, imens instruktoren hjælper med at 

rette misforståelser og fremhæve vigtige pointer

Sørg for løbende dialog med instruktoren om hvordan 

TØ timerne bruges bedst muligt



Primær lærebog Opdateres løbende igennem kurset



Et ”cheat sheet” med matematisk 

notation og regneregler der 

anvendes i kurset findes i 

”Supplementary Lecture Notes”

Om 0 er med i de naturlige tal 

afhænger af hvem man spørger !



I slutningen af kurset vil deltagerne kunne

• Formulere og udføre algoritmer og datastrukturer i form af pseudokode

• Konstruere, implementere og analysere algoritmer ved hjælp af standard 
algoritme paradigmer

• Identificere og sammenligne datastrukturer og grafalgoritmer til løsning af 
algoritmiske problemer

• Identificere gyldige invarianter for en algoritme

• Konstruere, implementere og evaluere algoritmers ydeevne for simple 
algoritmiske problemer

• Analysere og sammenligninge tid og pladsforbrug af algoritmer og 
datastrukturer

• Bevise korrektheden af enkle programmer og transitionssystemer

Læringsmål fra kursusbeskrivelsen



Spørgsmål ?

Se Brightspace for info, samt slides!



• Algoritmer og Datastrukturer omhandler effektivitet af 

programmer

• Kræver egentlig man kan programmere...

• Programmeringsafleveringerne vil være basal Java

Algoritmer og 

Datastrukturer

Introduktion til 

Programmering 

(Java)

Introduktion til 

Programmering 

med Videnskabelige 

Anvendelser (Python)

Introduktion til 

Programmering 

(Java)

Datalogi

IT 

Produktudvikling

Matematik

Datavidenskab



Teltstangsproblemet



Algoritmer og Datastrukturer

Puzzle, SelectionSort



2005







”Lokes Høj”

• 64 brikker

• Hiscore 450

• Antal ombytninger 500 - 450 = 50 

Hvordan opnår man et lavt antal 

ombytninger 

– held eller dygtighed ?



Cykler (Permutationer)

Hver pil peger på brikkens korrekte plads

Definerer en mængde af cykler (fx cyklerne A,B,C,D)



Ombytninger og Cykler

Lemma

• En ombytning af to brikker i samme cykel øger antallet 

af cykler med én.

 

• En ombytning af to brikker fra to forskellige cykler 

reducerer antallet af cykler med én.



Lemma  

Når alle n brikker er korrekt placeret er der præcis n cykler.

Lemma  

For at løse et puslespil med n brikker og k cykler i starten 

kræves ≥ n – k ombytninger.

Har vist en nedre grænse for 

ALLE algoritmer der løser problemet



En (grådig) algoritme



Lemma  

Algoritmen bytter aldrig om på brikker der står korrekt.

Lemma  

Algoritmen udfører ≤ n - 1 ombytninger

Har vist en øvre grænse for en konkret algoritme

Lemma  

For at løse et puslespil med n brikker og k cykler i starten 

udfører algoritmen præcis n – k ombytninger.

Algoritmen er optimal da antal ombytninger er bedst mulig 

(de viste nedre og øvre grænser er identiske)



Sætning

For at løse et puslespil med 

n brikker og k cykler i starten 

kræves præcis n – k ombytninger



Fordelingen af antal cykler 
n = 64, 10.000.000 permutationer



Algoritmisk indsigt…

▪ Matematisk indsigt (cykler)

▪ Resourceforbrug (antal ombytninger)

▪ Nedre grænse ( ≥ n - k ombytninger)

▪ Grådig algoritme

▪ Analyseret algoritmen ( ≤ n - k ombytninger)

▪ Optimal algoritme (argumenteret bedst mulig)

▪ Input afhængig resourceforbrug



Tilfældige permutationer…

Yderligere information kan findes i 
David J.C. MacKay, tillæg til 
Information Theory, Inference, and 
Learning Algorithms, om 

"Random Permutations“, 4 sider. 

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf


SelectionSort

Usorteret Sorteret

Flyt mindste kort

Invariant  𝑆 sorteret og 𝐶 ≥ 𝑆 



Invariant

𝑆 sorteret, 𝑈 ∪ 𝐿 ∪𝑀 ≥ 𝑆, 𝐿 ≥ 𝑀, 𝑀 ≤ 1, og 𝐿 ≥ 1 ⇒ 𝑀 = 1

Minimum 

kandidat
Forkastede

Endnu ikke 

undersøgt



Implicit SelectionSort

Invariant

≤



Analyse SelectionSort

Lemma  

At finde det mindste kort blandt k kort kræver k – 1 sammenligninger 

Lemma  

SelectionSort på n kort laver (n – 1) + (n – 2) + ∙∙∙ + 1 = n∙(n -1) / 2 

sammenligninger 



1 2 3 4 ∙∙∙ n
1
2
3

n

∙∙
∙

1 + 2 + ∙∙∙ + n

= n2/2 + n/2

= n(n + 1)/2



Algoritmer og Datastrukturer

Heltalsaritmetik: Binære og decimal tal, 

addition, subtraktion, multiplikation, division



Cifre

For hvert lille tal har man et specielt symbol



10-tals systemet (10 = 9 + 1)

Værdien af 

Eksempel:



Repræsentation base b

Værdien af 

Eksempel:

a            b             c             d

a    b   c   d

x                 y                   z

x    y    z

210+29+28+25+24+23+20 3∙83+4∙82+7∙81+1∙80 7∙162+3∙161+9∙1601∙103+8∙102+4∙101+9∙100



Addition



Addition - skolemetoden

Skal (rekursivt) addere 

flercifrede tal



Binær addition

Skolemetoden



Addition af flere tal

Generaliseret 

skolemetode

...menterne kan have flere cifre

Gentagen addition 

af to tal



Subtraktion – skolemetoden

4 – 6 = -2 = -10 + 8



Multiplikation



Multiplikation

Multiplikation med 

enkelt ciffer



Binær multiplikation



Binær multiplikation



Binær multiplikation af blokke med 1

=



Division

x y i

p

r

p



Konvertering til base b

INTEGERDIVISION(x, b) p x i i*b pd base b

0 42 21 42 0 0

1 21 10 20 1 10

2 10 5 10 0 010

3 5 2 4 1 1010

4 2 1 2 0 01010

5 1 0 0 1 101010

6 0

x = 42   b = 2



Redundante talsystemer
Ikke pensum

▪ Normalt antages 0 ≤ di < b

▪ Redundante talsystemer tillader f.eks. også cifre …, -2, -1, b, b+1, …

4210 = 1010102 = 210022 = 22-1-102 

▪ Fordel undgår kaskader af menter under addition

▪ Anvendes i hardware og mange algoritmer og data strukturer

⇒ entydig repræsentation

⇒ ikke entydig
∥

2*24+2*23+-1*22+-1*21

∥
2*24+1*23+2*20

Se f.eks. Amr Elmasry, Jyrki Katajainen, Regular numeral systems for data structures, Acta Informatica 59 (2022), Doi 10.1007/s00236-021-00407-9

https://doi.org/10.1007/s00236-021-00407-9


Algoritmer og Datastrukturer

Binær og lineær søgning, logaritmer,

længste voksende delsekvens, Erdös Szekeres sætning



Søgning i usorteret liste

24 32 53 8911 47 27 12

højst n sammenligninger

Visuel

invariant

Find x

Formel 

invariant



Søgning i usorteret liste

Visuel

invariant



Søgning i sorteret liste

3 13 339 427 27 3711 89 Find x

Visuel

invariant

Formel 

invariant



Opgave

Hvad sker der når man 

runder op her?

Opgave 

Modificer algoritmen 

til low peger her



Binær søgning – antal sammenligninger

højst 1 +  log2 n sammenligninger

Antal kandidater efter én sammenligning ≤ :   

Efter k sammenligninger ≤ n/2k kandidater 

garanteret færdig når  n/2k < 1 ⇔  n < 2k  ⇔  log2 n < k  ⇔  1+ log2 n ≤ k



Binær søgning i litteraturen

▪ Ifølge Knuth første diskussion i litteraturen 

– John Mauchly i [Theory and techniqeus fór the design of electronic digital 

computers, ed. G. W. Patterson, 3 (1946), 22.8-22.9] for n = 2k – 1. 

– H. Bottenbruch [Structure and Use of ALGOL 60, Journal of the ACM, 

9 (1962), 214], for alle n

▪ Bentley’s erfaring fra Bell Labs og IBM i starten af 80’erne, 

hvor han bad folk implementere binær søgning: 

…given ample time, only about ten percent of professional programmers 

were able to get this small program right...

Donald E. Knuth, The Art of Computer Programming: Volume 3, Sorting and Searching, Kapitel 6.2.1, 1973

Jon Bentley, Programming Pearls, Kapitel 4.1, 1986



H. Bottenbruch, Structure and Use of ALGOL 60, Journal of the ACM, 9 (1962), 214, DOI: 10.1145/321119.321120

https://doi.org/10.1145/321119.321120


finder første A[i] ≥ x

i

Binære søgning i standard biblioteker

▪ Java java.util.Collections.binarySearch

▪ C++ std::lower_bound

▪ Python bisect.bisect_left

A < x ≥ x

https://docs.oracle.com/en/java/javase/18/docs/api/java.base/java/util/Collections.html
https://en.cppreference.com/w/cpp/algorithm/lower_bound
https://docs.python.org/3/library/bisect.html


Søgning i sorteret liste – nedre grænse

mindst 1 + log2 n sammenligninger

For enhver algoritme kan man svare således at antallet af kandidater 

mindst er

3 13 339 427 27 3711 89

n ≥ 2log2 n  ⇒  efter k sammenligninger ≥ 2log2 n - k kandidater

⇒ efter log2 n sammenligninger mindst 1 kandidat tilbage



Problem 1.9

Givet X og Y sorteret, find det r-te mindste i X ∪ Y

(det 9. mindste element er 15)

3 13 339 427 15 3711 89

4 23 5186 2718

X

Y



Logaritmer

Definition

- naturlige logaritme



Harmoniske tal

Euler-Mascheroni constant

Logaritmer – regneregler



Et algoritmisk eksempel

(der anvender binær søgning)



Patience Diff 

& 

Længste Voksende Delsekvenser



A.c B.c

#include <stdio.h>

// Frobs foo heartily

int frobnitz(int foo)

{

    int i;

    for(i = 0; i < 10; i++)

    {

        printf("Your answer is: ");

        printf("%d\n", foo);

    }

}

int fact(int n)

{

    if(n > 1)

    {

        return fact(n-1) * n;

    }

    return 1;

}

int main(int argc, char **argv)

{

    frobnitz(fact(10));

}

#include <stdio.h>

int fib(int n)

{

    if(n > 2)

    {

        return fib(n-1) + fib(n-2);

    }

    return 1;

}

// Frobs foo heartily

int frobnitz(int foo)

{

    int i;

    for(i = 0; i < 10; i++)

    {

        printf("%d\n", foo);

    }

}

int main(int argc, char **argv)

{

    frobnitz(fib(10));

}

$ diff A.c B.c
3,4c3
< // Frobs foo heartily
< int frobnitz(int foo)
---
> int fib(int n)
6,7c5
<     int i;
<     for(i = 0; i < 10; i++)
---
>     if(n > 2)
9,10c7
<         printf("Your answer is: ");
<         printf("%d\n", foo);
---
>         return fib(n-1) + fib(n-2);
11a9
>     return 1;
14c12,13
< int fact(int n)
---
> // Frobs foo heartily









Patient Diff 

(Bram Cohen, opfinder af BitTorrent)

▪ Forsøger at lave læsbar og meningsfuldt output 

– frem for mindst mulig

▪ Anvendes i Bazaar versionskontrolsystemet 

(bazaar-vcs.org)

Mindst mulig løsning findes senere i 

kurset vha. Dynamisk Programmering



A.c B.c

00 #include <stdio.h>

01

02 // Frobs foo heartily

03 int frobnitz(int foo)

04 {

05     int i;

06     for(i = 0; i < 10; i++)

07     {

08         printf("Your answer is: ");

09         printf("%d\n", foo);

10     }

11 }

12

13 int fact(int n)

14 {

15     if(n > 1)

16     {

17         return fact(n-1) * n;

18     }

19     return 1;

20 }

21

22 int main(int argc, char **argv)

23 {

24     frobnitz(fact(10));

25 }

00 #include <stdio.h>

01

02 int fib(int n)

03 {

04     if(n > 2)

05     {

06         return fib(n-1) + fib(n-2);

07     }

08     return 1;

09 }

10

11 // Frobs foo heartily

12 int frobnitz(int foo)

13 {

14     int i;

15     for(i = 0; i < 10; i++)

16     {

17         printf("%d\n", foo);

18     }

19 }

20

21 int main(int argc, char **argv)

22 {

23     frobnitz(fib(10));

24 }

A.c B.c

00 #include <stdio.h>

01

02 // Frobs foo heartily

03 int frobnitz(int foo)

04 {

05     int i;

06     for(i = 0; i < 10; i++)

07     {

08         printf("Your answer is: ");

09         printf("%d\n", foo);

10     }

11 }

12

13 int fact(int n)

14 {

15     if(n > 1)

16     {

17         return fact(n-1) * n;

18     }

19     return 1;

20 }

21

22 int main(int argc, char **argv)

23 {

24     frobnitz(fact(10));

25 }

00 #include <stdio.h>

01

02 int fib(int n)

03 {

04     if(n > 2)

05     {

06         return fib(n-1) + fib(n-2);

07     }

08     return 1;

09 }

10

11 // Frobs foo heartily

12 int frobnitz(int foo)

13 {

14     int i;

15     for(i = 0; i < 10; i++)

16     {

17         printf("%d\n", foo);

18     }

19 }

20

21 int main(int argc, char **argv)

22 {

23     frobnitz(fib(10));

24 }

00

11

12

14

15

17

08

21

Patience Diff
1) Find linjer der forekommer præcis én gang i 

begge tekster

2) Find længste voksende (fælles) delsekvens på 

disse

3) Gentag (rekursivt) på blokkende



30 83 73 80 59 63 41 78 68 82 53 31 22 74 6 36 99 57 43 60

Opgave 

Slet så få tal som muligt fra en liste af tal, 

så de resterende tal står i voksende orden

Længste voksende delsekvens
(Problem 1.2)



30 83 73 80 59 63 41 78 68 82 53 31 22 74 6 36 99 57 43 60

Længste voksende delsekvens
(Problem 1.2)

1    2   2   3   2   3   2   4   4   5   3   2   1   5  1   3  6   4   4   5

længste 

voksende 

delsekvens der 

slutter på 53

Længde
Mindste sidste 

element

1 30

2 41

3 63

4 68

5 82

– 53

≤ n∙(1+ log2 k) sammenligninger

k

= binær søgning



Sætning (Erdős og Szekeres, 1935) 

Enhver sekvens af n tal har en voksende eller aftagende delsekvens af 

længde mindst n .

3 1 4 17 6 42 10 8 13 11 28    (voksende)

24 3 12 16 7 14 26 8 20 2 1    (aftagende)



30 83 73 80 59 63 41 78 68 82 53 31 22 74 6 36 99 57 43 60

1    2   2   3   2   3   2   4   4   5   3   2   1   5  1   3  6   4   4   5

Længde Mindste sidste element

1 30 22 6

2 83 73 59 41 31 

3 80 63 53 36

4 78 68 57 43

5 82 74 60

6 99

Sætning (Erdős og Szekeres, 1935) 

Enten mange (≥ 𝑛) rækker (lang voksende delsekvens) eller 

mindst én lang  (≥ 𝑛) række (lang aftagende delsekvens)



Algoritmer og Datastrukturer

Induktion og invarianter



Bevis ved induktion
• Vi ønsker at bevise en uendelig række udsagn 

U1, U2, U3, U4, U5, ..., Un, Un+1, ....

• F.eks. kan Un være udsagnet:  σ𝑖=1
𝑛 𝑖2 =

𝑛 𝑛+1 (2𝑛+1)

6

Udsagnene kan bevises v.h.a. induktionsprincipet, ved at 
bevise følgende to udsagn:

1. Basis: 
 Vis at U1 gælder

2. Induktionsskridt: 
 Antag for et n ≥ 1 at Un gælder (induktionshypotese)

 og vis så at Un+1 gælder, dvs. vis at Un ֜ Un+1



Eksempel: Bevis σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒊 =

𝒏 𝒏+𝟏

𝟐

• Basis n = 1:   σ𝑖=1
1 𝑖 = 1 =

1 1+1

2

• Induktionsskridt:

Induktionshypotese:  σ𝑖=1
𝑛 𝑖 =

𝑛 𝑛+1

2

Skal vise at:  σ𝑖=1
𝑛+1 𝑖 =

(𝑛+1) 𝑛+1 +1

2

Bevis:

=
2 𝑛 + 1 + 𝑛 𝑛 + 1

2

σ𝑖=1
𝑛+1 𝑖 = 𝑛 + 1 + σ𝑖=1

𝑛 𝑖 = 𝑛 + 1 +
𝑛 𝑛 + 1

2

=
2 + 𝑛 (𝑛 + 1)

2

=
(𝑛 + 1) 𝑛 + 1 + 1

2

[CLRS A.1] (A.1)

i.h.

𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 = 𝑎 + 𝑏 𝑐



Eksempel: Bevis σ𝒊=𝟎
𝒏 𝟐𝒊 = 𝟐𝒏+𝟏 − 𝟏

• Basis n = 0:   σ𝑖=0
0 2𝑖 = 20 = 1 = 20+1 − 1

• Induktionsskridt:

Induktionshypotese:  σ𝑖=0
𝑛 2𝑖 = 2𝑛+1 − 1

Skal vise at:  σ𝑖=0
𝑛+1 2𝑖 = 2(𝑛+1)+1 − 1

Bevis:

= 2 ∙ 2𝑛+1 − 1

σ𝑖=0
𝑛+1 2𝑖 = 2𝑛+1 + σ𝑖=0

𝑛 2𝑖 = 2𝑛+1 + 2𝑛+1 − 1

= 2𝑛+2 − 1 = 2(𝑛+1)+1 − 1

[CLRS A.1] (A.6)

i.h.



Eksempel: Bevis σ𝒊=𝟎
𝒏 𝒙𝒊 =

𝒙𝒏+𝟏−𝟏

𝒙−𝟏

• Basis n = 0:   σ𝑖=0
0 𝑥𝑖 = 𝑥0 = 1 =

𝒙𝟎+𝟏−𝟏

𝒙−𝟏
𝑥 ≠ 1

• Induktionsskridt:

Induktionshypotese:  σ𝑖=0
𝑛 𝑥𝑖 =

𝒙𝒏+𝟏−𝟏

𝒙−𝟏

Skal vise at:  σ𝑖=0
𝑛+1 𝑥𝑖 =

𝒙(𝑛+1)+1−𝟏

𝒙−𝟏

Bevis:

=
(𝑥−1)𝑥𝑛+1+𝑥𝑛+1−1

𝑥−1

σ𝑖=0
𝑛+1 𝑥𝑖 = 𝑥𝑛+1 + σ𝑖=0

𝑛 𝑥𝑖 = 𝑥𝑛+1 +
𝑥𝑛+1−1

𝑥−1

=
𝑥𝑛+2−1

𝑥−1
=

𝒙(𝑛+1)+1−𝟏

𝒙−𝟏

[CLRS A.1] (A.6)

i.h.



Eksempel: Bevis σ𝒊=𝟏
𝒏 𝒊𝟐 =

𝒏 𝒏+𝟏 (𝟐𝒏+𝟏)

𝟔

• Basis n = 1:   σ𝑖=1
1 𝑖2 = 1 =

1 1+1 (2∙1+1)

6
• Induktionsskridt:

Induktionshypotese:  σ𝑖=1
𝑛 𝑖2 =

𝑛 𝑛+1 (2𝑛+1)

6

Skal vise at:  σ𝑖=1
𝑛+1 𝑖2 =

(𝑛+1) 𝑛+1 +1 (2(𝑛+1)+1)

6

Bevis   σ𝑖=1
𝑛+1 𝑖2 = 𝑛 + 1 2 + σ𝑖=1

𝑛 𝑖2

= 𝑛 + 1 2 +
𝑛 𝑛 + 1 (2𝑛 + 1)

6
=
6 𝑛 + 1 2 + 𝑛 𝑛 + 1 (2𝑛 + 1)

6

=
𝑛 + 1 (2𝑛2 + 7𝑛 + 6)

6
=

𝑛 + 1 (𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6

=
(𝑛 + 1) 𝑛 + 1 + 1 (2(𝑛 + 1) + 1)

6

[CLRS A.1] (A.4)

i.h.



Planar Grafer - Eulers formel

For en sammenhængende planar graf gælder:

Eulers formel:  |V| - |E| + # flader = 2

Korollar: |E| ≤ 3|V| - 6

|V| = 5  knuder

|E| = 7  kanter

# flader = 4 

(for |V| ≥ 3,

ingen selvløkker, 

ingen parallelle kanter)





i ← 0

x ← 100

while i ≤ 10 do

x ← x + 7

i ← i + 1



x=100+7*i  ˄  i ≤ 11  ˄  i≤10
˄  x’=x+7  ˄  i’=i+1 

→ x’=(100+7*i)+7 =100+7*i’ ˄ i’≤11

Løkke-invariant  =  udsagn

Eksempler på I

• i ≥ 0
• x ≥ 100
• i ≤ x

x = 100 + 7 * i ˄ i ≤ 11
˄ x og i er heltal

i ← 0

x ← 100

while i ≤ 10 do

x ← x + 7

i ← i + 1

{ I }

En invariant I skal opfylde
1) Når løkken nås første gang, 

så er I opfyldt
2) Hvis I er opfyldt før løkken 

udføres, så er I opfyldt efter 
en udførsel af løkken

I gælder 
automatisk når 
vi kommer ud 
af løkken

Udnyt I og at 
løkke-betingelsen 
er forkert når vi er 
færdig til at drage 
en konklusion

i=0  ˄  x=100  → x = 100+7*i  ˄  i ≤ 11

(i ≤ 10)  ˄  (x = 100+7*i  ˄  i ≤ 11) → i = 11  ˄  x = 177

x’ og i’ er de nye værdier



Binær søgning (i sorteret array)

<< initialize >>

while << loop condition >> do

mid ← << f(low,high) >>

<< update >>

”for små” ? ”for store”

low highmid

A

{ I }

n1



Binær søgning (i sorteret array)

I1: (A[i] < x for 1 ≤ i ≤ low) ˄ (x < A[i] for high ≤ i ≤ n)

I2: (A[i] < x for 1 ≤ i ≤ low) ˄ (x ≤ A[i] for high ≤ i ≤ n)

I3: (A[i] < x for 1 ≤ i < low) ˄ (x ≤ A[i] for high < i ≤ n)

I4: (A[i] < x for 1 ≤ i < low) ˄ (x ≤ A[i] for high ≤ i ≤ n)

...

”for små” ? ”for store”

low high
mid

A
n1 << initialize >>

{ I } while << loop condition >> do

mid ← << f(low,high) >>

<< update >>



Binær søgning (i sorteret array)

I: (A[i] < x for 1 ≤ i < low) ˄ (x ≤ A[i] for high < i ≤ n)

”for små” ? ”for store”

low high
mid

A
n1

low ← 1; high ← n

{ I } while low ≤ high  do

mid ← low+(high-low)/2

if A[mid] < x then 

   low ← mid+1 

    else 

   high ← mid-1
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p0 = værdien af p i starten
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Invarianter

▪ Værktøj til analyse af tilstandene i en løkke i en algoritme

▪ Designværktøj ”Invariant → kode”

▪ Kan indfange essentielle egenskaber ved en datastrukturs 
tilstand



Algoritmer og Datastrukturer

Analyseværktøjer, RAM model, 

Insertion-Sort, O-notation

[CLRS, 1-3.2]



Hvad er udførselstiden 

for en algoritme?



Fra Idé til Programudførelse

Del og 

Kombiner

?

…

if ( t1[t1index] <= t2[t2index] )

a[index] = t1[t1index++];

else

a[index] = t2[t2index++];

…

…

for each x in m up to middle 

      add x to left 

for each x in m after middle

      add x to right

…P
s
e

u
d

o
k
o

d
e

(J
a

v
a
-)

k
o

d
e

Id
é

Mikrokode

  Virtuel hukkomelse/

TLB

  L1, L2,… cache

  Branch Prediction

 Pipelining

...

(Java) Bytekode

+ Virtuel maskine

A
s
s
e
m

b
le

r

M
a

s
k
in

k
o

d
e

Compiler

Program-

udførsel



Maskiner har forskellig hastighed...

Tid for at sortere linierne i 

en 65 MB web log på 

forskellige maskiner på 

Institut for Datalogi

Maskine Tid (sek)

camel19 8.9

molotov 10.2

harald 26.2

gorm 7.8

Idé: 

Argumenter om algoritmer uafhængig af maskine



Design af Algoritmer

Korrekt algoritme

▪ algoritmen standser på alle input

▪ output er det rigtige på alle input

Effektivitet

▪ Optimer algoritmerne mod at bruge minimal tid,  

plads, additioner,... eller maximal parallellisme...

▪ ~ n2 er bedre end ~ n3 : asymptotisk tid

▪ Mindre vigtig : konstanterne

▪ Resouceforbrug: Worst-case eller gennemsnitlig?



RAM Modellen
(Random Access Machine)

▪ Beregninger sker i CPU

▪ Data gemmes i hukommelsen

▪ Basale operationer tager 1 tidsenhed: 

+, -, *, AND, OR, XOR, get(i), set(i,v), ...

▪ Et maskinord indeholder c·log n bits

CPU
m
e
l
s
e

m
o
k
u
H



Eksempel: Insertion-Sort



1 2 3 4 ∙∙∙ n

1

2

3

n

1 + 2 + ∙∙∙ + n

= n2/2 + n/2

= n(n + 1)/2



Insertion-Sort (C)

insertion(int a[], int N) 

{ int i, j, key;

for(j=1; j < N; j++)

{ key = a[j];

i = j-1;

while( i>=0 && a[i] > key )

{ a[i+1] = a[i];

i--;

}

a[i+1] = key;

}

}

insertion:
pushl %ebp
movl %esp, %ebp
pushl %edi
pushl %esi
pushl %ebx
subl $12, %esp
cmpl $1, 12(%ebp)
jle .L3
movl 8(%ebp), %edx
xorl %ebx, %ebx
movl 8(%ebp), %eax
movl $1, -16(%ebp)
movl 4(%edx), %edx
addl $4, %eax
movl %eax, -20(%ebp)
movl %edx, -24(%ebp)
.p2align 4,,7

.L6:
movl 8(%ebp), %ecx
leal 0(,%ebx,4), %esi
movl (%ecx,%ebx,4), %eax
cmpl -24(%ebp), %eax
jle .L8
movl %ecx, %edi
leal -4(%esi), %ecx
leal (%ecx,%edi), %edx
jmp .L9
.p2align 4,,7

.L16:
movl (%edx), %eax
movl %ecx, %esi
subl $4, %edx
subl $4, %ecx
cmpl -24(%ebp), %eax
jle .L8

.L9:
movl -20(%ebp), %edi
subl $1, %ebx
movl %eax, (%edi,%esi)
jns .L16

.L8:
movl -16(%ebp), %edi
movl 8(%ebp), %edx
leal (%edx,%edi,4), %eax

.L5:
movl -24(%ebp), %ecx
movl -20(%ebp), %edx
addl $1, -16(%ebp)
movl -16(%ebp), %edi
movl %ecx, (%edx,%ebx,4)
cmpl %edi, 12(%ebp)
jle .L3
movl 4(%eax), %edx
movl %edi, %ebx
addl $4, %eax
subl $1, %ebx
movl %edx, -24(%ebp)
jns .L6
jmp .L5

.L3:
addl $12, %esp
popl %ebx
popl %esi
popl %edi
popl %ebp
ret



▪ Eksempel på pseudo-kode

▪ Detaljeret analyse – stort arbejde

▪ Tid: worst-case (~ n2) og best-case (~ n) 

meget forskellige

▪ Tid: gennemsnitlige (~ n2) 

▪ Hurtigere på ~ sorterede input: adaptive

Eksempel: Insertion-Sort



Asymptotisk notation

▪ Grundlæggende antagelse: 

– ~ n2 er bedre end ~ n3

– Konstanter ikke vigtige

▪ Matematisk formel måde at arbejde med ”~”

▪ Eksempler:

87 · n2 ” ≤ ”   12 · n3

1089 · n ” ≤ ”   0.33 · n2

7 · n2 + 25 · n ” ≤ ”   n2



1089·x vs   0.33·x2



... og vennerne 

Ω (store omega)

 (theta)

ω (lille omega) 

o (lille o) 

- notation



O-notation

Definition:   f(n) = O(g(n))

hvis f(n) og g(n) er funktioner N → R og

findes c > 0 og N0 så for alle n ≥ N0 :

f(n) ≤ c·g(n)

Intuitivt: f(n) er ”mindre end er lig med” g(n), eller g(n) ”dominerer” f(n)

N0

f(n)

c·g(n)

n



O-notation

O(g(n)) er mængden af funktioner der 

asymptotisk er begrænset af g(n)

Datalogi notation Matematik notation

f(n) = O(g(n)) f(n)  O(g(n))

O(f(n)) = O(g(n)) O(f(n))  O(g(n))

Eksempler:

• n2 = O(n3)

• O(n3) = n2

• O(n2) = O(n3)

• O(n3) = O(n2)



Eksempel: Insertion-Sort

Tid O(n2)



f(n) = O(g(n))   ➔ c·f(n) = O(g(n)) 

f1(n) = O(g1(n))   og   f2(n) = O(g2(n))   ➔

f1(n) + f2(n) = O( max(g1(n), g2(n)) )

f1(n) · f2(n) = O( g1(n) · g2(n) )

ck·n
k + ck-1·n

k-1 + · · · + c2·n
2 + c1·n + c0 = O(nk)

Eksempler : O - regneregler

for positive monotone funktioner



▪ 3·n2 + 7·n = O(n2)

▪ n2 = O(n3)

▪ log2 n = O(n0.5)

▪ (log2 n)3 = O(n0.1)

▪ n2 · log2 n + 7·n2.5 = O(n2.5)

▪ 2n = O(3n)

▪ n5 · 2n = O(3n)

Eksempler : O



Visuel test af n5 · 2n = O(3n) ?
Plot af de to funktioner 

– ikke særlig informativ 

Plot af de to funktioner 

med logaritmisk y-akse 

– første plot misvisende 

Plot af brøken mellem 

de to funktioner 

– første plot misvisende

Plots lavet med Gnuplot



Bevis for n5 · 2n = O(3n)

Vis n5 · 2n ≤ c·3n for  n ≥ N0 for passende valg af c og N0

Bevis:

(5/log2 (3/2))2 ≤ n for n ≥ 73

5/log2 (3/2) ≤ √n = n/√n ≤ n/log2 n da √n ≥ log2 n for n ≥ 17

5 · log2 n ≤ n · log2 (3/2)

log2 (n5) ≤ log2 (3/2)n

n5 ≤ (3/2)n = 3n / 2n

n5 · 2n ≤ 3n

Dvs. det ønskede gælder for c = 1 og N0 = 73.                        □

Sætning poly(n)  an = O( bn )   for alle   1  a < b













Ω –notation (Omega)

Definition:   f(n) = Ω(g(n)) 

hvis f(n) og g(n) er funktioner N → R og

findes c > 0 og N0 så for alle n ≥ N0 :

f(n) ≥ c·g(n)

Intuitivt: f(n) er ”større end er lig med” g(n), eller g(n) er ”domineret af” f(n)

N0

f(n)

c·g(n)



Θ-notation (Theta)

Definition:   f(n) = Θ(g(n))

hvis f(n)=O(g(n)) og f(n)= Ω(g(n)

Intuitivt: f(n) og g(n) er ”asymptotisk ens”

N0

f(n)

c1·g(n)

c2·g(n)



o-notation (lille o)

Definition:   f(n) = o(g(n))

hvis f(n) og g(n) er funktioner N → R og

for alle c > 0, findes N0 så for alle n ≥ N0 :

f(n) ≤ c·g(n)

Intuitivt: f(n) er ”skarpt mindre end” g(n)



ω-notation (lille omega)

Definition:   f(n) = ω(g(n))

hvis f(n) og g(n) er funktioner N → R og

for alle c > 0, findes N0 så for alle n ≥ N0 :

f(n) ≥ c·g(n)

Intuitivt: f(n) er ”skarpt større end” g(n)



O-notation i flere variable

Vi vil gerne kunne skrive

3n2 ∙ m + 7n ∙ m = O(n2 ∙ m)

Litteraturen er dog ikke præcis / konsistent...

f(n, m) = O(g(n, m))  ?

eller

?
f(n, m) ≤ c ∙ g(n, m)

n

m

N0

N0

f(n, m) ≤ c ∙ g(n, m)

n

m

N0

N0

en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation#Multiple_variables

∃𝑐 ∃𝑁0 ∀𝑛 ∀𝑚:
𝑛 ≥ 𝑁0 ∧ 𝑚 ≥ 𝑁0 ⇒ 𝑓 𝑛,𝑚 ≤ 𝑐 ∙ 𝑔 𝑛,𝑚

∃𝑐 ∃𝑁0 ∀𝑛 ∀𝑚:
𝑛 ≥ 𝑁0 ∨ 𝑚 ≥ 𝑁0 ⇒ 𝑓 𝑛,𝑚 ≤ 𝑐 ∙ 𝑔 𝑛,𝑚



Algoritme Analyse

▪ RAM model

▪ O-notation

... behøver ikke at beskrive og analysere 

algoritmer i detaljer !



Algoritmer og Datastrukturer

Merge-Sort [CLRS, kapitel 2.3]

Heaps [CLRS, kapitel 6]



Merge-Sort
(Eksempel på Del-og-kombiner)

p q q+1 r1 n

A sorteret sorteret

I starten kaldes MERGE-SORT(A,1,n)

von Neumann, 1945



n

A

p q r1

L

R

} }

n1 n2





n2+1

n1+1

1

1

j

i

}

k

kopi

flet
sorteret

sorteret

sorteretsorteret



Merge-Sort : Analyse

Rekursionstræet

Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

O(n · # lag) = O(n · log2 n)
Arbejde



Heap-Sort 



Binær (Max-)Heap

19 17 16 12 9 15 1 2 11 7 3 10 14
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Williams, 1964

heap-order

12 ≤ 17

2 11 7 3 14

12 9

17

10

15 1

16

19

1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13



Max-heap : Egenskaber

• Roden : knude 1

• Børn til knude i : 2i og 2i+1

• Faren til knude i : └i / 2┘

• Dybde : 1+└log2 n┘

( n = antal elementer) 2 11 7 3 14

12 9

17

10

15 1

16

19
1

2 3

4 5 6 7

8 9 10 11 12 13



Max-Heapify

Tid O(log n)

Før

Efter

2 11 7 3 14

12 9

17

10

15 1

16

5

2 7 3 14

9

10

15 1

16

5

11

12

17




