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Kursuselementer

Undervisningsformer

Forelaesninger 2 + 2 timer/uge [fysisk + optages + efterfglgende video]

Teoretiske gvelser “TA@” 3 timer/uge [fysisk]
Studiecafé 5 x 2 timer/uge [fysisk]
Online diskussionsforum [Brightspace]

Afleveringer (grupper 1-3 personer)
9 teoretiske afleveringer (skal godkendes)
4 ugers programeringsopgaver (del af karakteren)

Eksamen
2 timers multiple choice, uden hjeelpemidler, 7-skala

Sprog
Forelaesninger og gvelser dansk
(materialle og kursusside dog engelsk)

N
Forelaesningerne gennemgar stoffet
Til gvelserne arbejder man med stoffet )

~

Hjeelp til ugeopgaver og afleveringer af en
instruktor (cs.au.dk/studiecafe)

J

~

Traener algoritmiske formuleringer

Afleveres pa Brightspace

Frist aftales med instruktoren

Genaflevering (positivt) = instruktor

feedback og mulighed for at forbedre sig

Anbefales grupper af 2-3 personer for
\Iﬂbende at kunne diskutere opgaver /

Tidligere eksamensopgaver og
traeningsopgaver pa kursussiden




Tidsforbrug timer x uger
Forelaesninger 4x14 =56
Teoretiske gvelser (TQ) 3x14
Studiecafe 1x14=14
Afleveringer 3x14=42
Forberedelse foreleesning 2 x 14 =28
Forberedelse TQ 2x14 =28
Forberedelse eksamen 45
Eksamen 2
Timer i alt 257

3 timer om ugen med en instruktor
En reekke opgaver til hver gang

Opgaverne pa “Course plan” hgrende til forelaesninger
efter jeres sidste T@ time, og op til denne TA time

Format

1. | forbereder jerinden TQ i laesegrupperne og
forsgger at forsta og lgse alle opgaverne
Brug studiecafe & diskussionsforummet til hjeelp

2. Ved gvelserne gennemgaes opgaverne af de
studerende, imens instruktoren hjeelper med at
rette misforstaelser og fremhaeve vigtige pointer

Sgarg for lgbende dialog med instruktoren om hvordan
T timerne bruges bedst muligt
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Om 0 er med i de naturlige tal
afhaenger af hvem man spgrger !

Et "cheat sheet” med matematisk
notation og regneregler der
anvendes i kurset findes i
'Supplementary Lecture Notes”

Mathematics Cheat Sheet

N= {1,
R=

.} natural numbers

1(4] nluuh(‘h

Rt ={zeR |z >0}

Floor |x], ceiling [x]
Associativity
(a-b)-c=a-(b-c), (a+b)+c=a+(b+c)
Commutativity
a-b=b-a, a+b=b+a
Distributivity
a-(b+c)=a-b+a-c
Powers

=1, al=a, daTc=dab.a°
(ub)c =abe o =al) a7 a—lb
(a-b)e=ac-bc, abc= ul’/(lC
Roots
Va = Ya = all? W:ul/"
Va-b= Ya- Vb, W:ﬁ/%
Fractions
a. e _ ac
b d T bd
ajc _ ad
5/d = be
§ g = adihe
Logarithms
logya=cs b =a, plogs e = g
Natural logarithm
Ina=log,a, ¢=27T1828...

Binary logarithm log, a =lga

log, 1 =0, logyb=1
logy(a - ¢) = logy a + log,
]Ugb(m ) loub a — 10
logy(a®) = c-logya
logy a = 112‘3‘ logj a = (log, a)®
alogy e — _)logza-logz ‘T — oga
2 ﬁ[l —x9) +Inzy -7
n T
1

/(J'o- Inzo)

-1

Matri

A=

4! 2 3 4 5
/ d 1
",’ Zhr=g

ces (1)
all s Al
mxXmn
matriz
am1  c amn

Matriz addition (m X n og m X n)

C=A

+ B, ¢ =a;+bi;

Matriz multiplication (m X n og n x p)

C=A

n
B, cij =Y 5 i b

Constant multiplication (m x n)

C'=cA,

Cij = € a4

(ALB)+C=A+ (B+C)

A+DB=
c(dA) =

B+ A
(cd)A

c(A+DB)=(cA)+(cB)

(AB)C
AB+

"= A(BC)
C) = (AB) + (AC)

(
(A+ B)C = (AC) + (BC)

Sets

Set A ={ay.as...., an}

Size |A|

Membership x € A, non-member = ¢ A
Empty set 0, 0] =0

Subset AC B,iec.xe A=z B

Set intersection AN DB

Set union AU DB

Set d'zﬁeience A\BorA-B

4\3 /-mB\ B\»DB

4\
AUB=( A\B AﬂB U(B\A4)
Commutativity
ANB=DBNA, AUB=BUA
Associativity
AUBUC)=(AUB)UC
ANBNC)=(AnB)NC
Distributivity
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB)U(ANC)

DeMorgan’s laws
AN(BAC) :<A\B (A\C)
AN(BUC)=(A\B)n(A\C)
Idempotence 4 UA=A=ANnA
Empty set AUD=A, AnP=10
Complement A wrt. universe U
A=U\ A where ACU, A=A
AUB=4AnB, AnB=4AUB
A and B are disjoint < ANB =10
Cross product | Cartesian product
AxB= ANbe B}
Sums 2
Z,n:lui =ay+azx+ - +ap
Z,nzl (a; +b;) = 211:1 a; + Z;lzl b;
Zznl( sap) =c- Z?l(li
o2 71+71+ e |
Z:lzou‘ =% =1 for a 75 l
Z;};O at :nli_lélC Zn 0@
Shi=14+24+3+.
L= n(n+1)6(2n+1)
Sqiat= ﬁg(lfuﬂfw(t"Jrn-uﬂ*l)
Yityi-a’ = g for o] < 1
Polynomial P(x) = E?:o ¢t
Telescoping sum
Z:L:_Ol(u.l,l —a;) = a, — ag
n-te harmonic number H, =31 1
=t+3+-+

Inn +% <H,<lhn+1
lim (Hn, —Inn) =~ = 0.577215...
n—r00

= Euler Mascheroni constant
Products
H?:L Ty =ap T Xy
Fuactorial n! =T];i=1-2---n
In ([T, @) = >0 In(as)
O<n(m!) —(nnn—n+1) <lnn

= lal<1

= o n+].)

Probability theory &
Mean T = TitZatodan

n
Binomial coefficient (;) = m
(number of ways to select £ elements
among n, indepedent on the order)
Linearity of expectation

E[YF, e X = Th, o EIXY)
Bernoulli distribution X ~ Bern(p)
PrlX=1=p, Pr[lX=0=1-p
Binomial distribution X ~ Bin(n,p)
(sum of n Bernoulli ni;\ls)

PriX =k] = ( ) pF(L—pnF
Expected value p =E[X] =p-n
Geometric distribution X ~ Geom(p)
(number of Bernoulli trials before 1)
PrlX =kl =p- (1 —p)k?!

E[X] = Y5, k- Pr(X = 4] = 1
Logical expressions
Or/disjunction U V'V

And / conjunction U ANV

Not [negation =U

Implication/ conditional U = V'
Equivalent / biconditional U < V'
FEzists 3z Ulx)

For all Vo : Ulx)

VIFT AIFT -
FIF T FFF F|T
T‘T T T‘F T T|F
:>\FT @‘FT XORI|F T
FITT F|TF F |[FT
T‘F T T‘F T T |TF
F = false, T = true
Asymptotic notation ()
flz)=0(g(z)) &
e, xoVr 2 zo : fz) < c-g(x)

fla) =Qg(x)) &
Je > 0,20%e > g f(x) 2 c-g(x)
fla)=08(g(z)) &

f(x) = O(g(x)) A f(x)
Master Theorem (V)
Constants a,c,d>0, p>0 and b>1
forn < d

= Q(g(x))

-
T(n)= aT(n/b)+c-nP forn>d
Fooremn for a < 1P
T(n)=4 O(n? log,n) for a==5b"

O(nlogs @) for a > P
Growth of functions
2 ] 2

—4 =2

Literature

Mathematical formulas (high school, stx A),

Mathematical formulas and terms (primary school), Ministry of Education, June 2017 [in Danish|
Undervisningsministeriet, May 2018 [in Danish]

Thomas H. Cormen et «l., Introduction to Algorithms, 4th Edition, appendix A-C, 2022
Steve Seiden, Theoretical computer science cheat sheet, ACM SIGACT News, 27(4), 1996

Covered in Mthis course, Pintroduction to mathematics course, © probability course, Plinear algebra course




Leeringsmal fra kursusbeskrivelsen

| slutningen af kurset vil deltagerne kunne

Formulere og udfgre algoritmer og datastrukturer | form af pseudokode

Konstruere, implementere og analysere algoritmer ved hjeelp af standard
algoritme paradigmer

Identificere og sammenligne datastrukturer og grafalgoritmer til Igsning af
algoritmiske problemer

Identificere gyldige invarianter for en algoritme

Konstruere, implementere og evaluere algoritmers ydeevne for simple
algoritmiske problemer

Analysere og sammenligninge tid og pladsforbrug af algoritmer og
datastrukturer

Bevise korrektheden af enkle programmer og transitionssystemer



Spgrgsmal ?

Se Brightspace for info, samt slides!



 Algoritmer og Datastrukturer omhandler effektivitet af
programmer

» Kraever egentlig man kan programmere...

Datalogi
Introduktion til
Matematik Programmering
Datavidenskab (Java)
Introduktion til
Programmering
IT med Videnskabelige
Anvendelser (Python)

Produktudvikling

Introduktion til Algoritmer og

Programmering Datastrukturer
(Java)

* Programmeringsafleveringerne vil veere basal Java



Teltstangsproblemet




Algoritmer og Datastrukturer

Puzzle, SelectionSort



2005
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"Lokes Hgj”

e 64 brikker
e Hiscore 450
« Antal ombytninger 500 - 450 = 50

Hvordan opnar man et lavt antal
ombytninger
— held eller dygtighed ?




Cykler (Permutationer)
C
<SEN
A< { | >D

S B

b

Hver pil peger pa brikkens korrekte plads

Definerer en maengde af cykler (fx cyklerne A,B,C,D)



Ombytninger og Cykler

Y

| : x
/ /’“\ I
j Yy J
swap x and y

\v—/
/ T Y

,11
el

Lemma

« En ombytning af to brikker i samme cykel gger antallet

af cykler med en.

« En ombytning af to brikker fra to forskellige cykler

reducerer antallet af cykler med én.




Lemma
Nar alle n brikker er korrekt placeret er der praecis n cykler.

Lemma
For at Igse et puslespil med n brikker og k cykler i starten
kreeves = n — k ombytninger.

Har vist en nedre graense for

ALLE algoritmer der lgser problemet




En (gradig) algoritme

Algorithm PUZzZLE
I while there exists a misplaced piece x do
2 Let y be the piece at x’s correct position

3 swap - and vy



Lemma
Algoritmen bytter aldrig om pa brikker der star korrekt.

Lemma
Algoritmen udfarer < n - 1 ombytninger

Lemma
For at Igse et puslespil med n brikker og k cykler i starten
udfagrer algoritmen praecis n — k ombytninger.

Har vist en gvre greense for en konkret algoritme

Algoritmen er optimal da antal ombytninger er bedst mulig
(de viste nedre og @gvre graenser er identiske)



Saetning

For at lgse et puslespil med
n brikker og k cykler | starten
kraeves preecis n — k ombytninger




Fordelingen af antal cykler

n =64, 10.000.000 permutationer

A _
Yo

number of cycles

o~
O
o8

ln.

N

15 16 17 18

6 7 8 9 10 11 12 13

D

1 2 3 4

20

10

O = N
S L

1422
5463
18833
59330
168591
418886
886375
1547248
2144855
2239366
1632232
728362
148529



Algoritmisk indsigt...
= Matematisk indsigt (cykler)

= Resourceforbrug (antal ombytninger)

= Nedre greense ( =2 n - k ombytninger)

= Gradig algoritme

= Analyseret algoritmen ( < n - k ombytninger)

= Optimal algoritme (argumenteret bedst mulig)

= |nput afheengig resourceforbrug



Tilfaeldige permutationer...

David J. C. Mackay

Yderligere information kan findes |
maeamngugorams . 0AVIA J.C. MacKay, tilleeg til

.- . Information Theory, Inference, and
- . = Learning Algorithms, om

. "Random Permutations”, 4 sider.

M =4

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf



http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf

SelectionSort
Flyt mindste kort

H .
! LL
| &
; &
¢S (&l L ve
| e
: L ¢ *J
: )
Usorteret Sorteret

Invariant S sorteretog C = S



Forkastede Minimum

kandidat |
f* 5 ~ :
| S %3
I /—(
L \_ S */ M : — * 1
.................................................................. : & |
P U L 9 "'/
: . Z */
Endnu ikke | %)
undersggt | ~
S 9% :
Invariant |

S sorteret, UULUM =>S,L>M,|M|<1,09|L|=1=>|M|=1



Algorithm SELECTIONSORTABSTRACT(A)

1
2

Implicit SelectionSort

for 1 =1 to |A|—1 do

swap Alt] and minimum of Ali..|A|]

A

2 4 5)
4 5 | 2

v~ i =1
4 D | 2

2 5 | 4

N— 7T 1 =3
2 5 | 4
~ A 1 =4
2 4 15

Invariant
21 3 o 71519 6
SOI‘t;dS < 5

J
2

2.
]

(@)

=@ S I

Algorithm SELECTIONSORT(A)
for i=1 to |[A|—1 do

k=1

for j=i+1 to |A| do
# Alk| = min Ali..7 — 1]
if Alj] < Alk] then

k=

# Alk] = min Ali..|A|]

tmp = Ali]

Ali] = Alk]

Alk] = tmp



Analyse SelectionSort

Lemma
At finde det mindste kort blandt k kort kreever k — 1 sammenligninger

Lemma
SelectionSort pa n kortlaver (n—1)+ (n=2)+ - +1=n(n-1)/2
sammenligninger




1+2+--+n
+n/2
n(n + 1)/2

1234

RN



Algoritmer og Datastrukturer

Heltalsaritmetik: Binaere og decimal tal,
addition, subtraktion, multiplikation, division



Cifre

For hvert lille tal har man et specielt symbol



10-tals systemet (10 =9 + 1)

Veerdien af d,,_1d,,_o---didy

n—1

Zd@ 100 =d,_-10" "t +d,_5-10"" 2+ .. +dy - 10"+ dy - 10°
1=0

Eksempel: 1849, =1-10°+8-10°+4-10"+9. 10"



Repraesentation base b

Veerdien af d,,_1d,_o---dyidg

n—1 7
Zi:() di'b
P Hl

Eksempel: 18495 = 111001110012 = 3471g = 73914

1-103+8:102+4-101+9-10° 210+29+28+25+24+23+20 3-83+4-82+7-8'+1-8°  7-162+3:161+9-16°

Decimal value 012 3 45 6 78 9 10 11 12 13 14 15
Binary symbol 0 1

Octal symbol 012 3 45 6 7

Hexadecimal symbol 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F



Addition

+/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
oo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ry1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
212 3 4 5 6 7 &8 9 10 11
313 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
414 5 6 7 &8 9 10 11 12 13
515 6 7 &8 9 10 11 12 13 14
6|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
717 8 9 10 11 12 13 14 15 16
|18 9 10 11 12 13 14 15 16 17
919 10 11 12 13 14 15 16 17 18



Addition - skolemetoden

843 +572 = (8-10°+4-10'+3-10") +(5-10* +7-10" +2-10")
1 1 (84+5)-10°+(4+7)-10" +(3+2)-10°
= (8+5)-10°+(4+7)-10" +5-10"
S A 3 — (845)-10*>+11-10" +5- 10
= (8+45)-10* +(1-10+1) 10" +5-10°
+ 5 7 9 — (84+5)-10° 4+ (1-10*+1-10") +5-10°
= ((8+5)+1)-10°+1-10" +5-10"
1 41 5 = [(13+ D] 10> +1-10" +5- 10°

14-10° 4+ 1-10" +5- 10"
= (1-10+4)-10* +1-10" +5-10"

| = 1-10°+4-10°+1-10" +5- 10"
Skal (rekursivt) addere 1415

flercifrede tal



Binaer addition

— Ol O

1 111
] 1 110>
10 + 10115

11001-

Skolemetoden



Addition af flere tal

1 1 1
277
1 11 10 + 955
99 1 1
3 3 2
5 - - + 99 1232
+ 955 T 770
776 N 0 2008
+ 491 R 491
+1524 i 9 11
L 336 N 2499
TS + 99 +1524
+ gg 4023
+
: + 336
Generaliseret + 9 9 1359
+ 99 ..
skolemetode — Gentagen addition

...menterne kan have flere cifre af to tal



Subtraktion — skolemetoden

1 0010 15

b 347
— 1 363

1 10109
001011,

3 4 814

4-6=-2=-10+8



Multiplikation

O© 00 ~J O Ol = Wb~ Of -

OO OO O OO o O OO

O© 00 J O Ui W — Ol

00 O N Ol

0 DN O

14
21
28
39
42
49
316
63



Multiplikation

365 -427

2 1 4 1281

6 - 427 256 2
2006 2 2135
Multiplikation med 1 558955

enkelt ciffer |
365 - 427 (3-10% +6-10" +5-10) - 427
3.427-10° +6-427-10" +5- 427 - 10"
1281 - 102 + 2562 - 10" 4+ 2135 - 10°
128100 4 25620 + 2135

155855



Binaer multiplikation

1
0
1

— O
o O O



Binaer multiplikation

-=»0 0 0 0 0o

1010 1y
1010 I,
1010 1,
11110001 15




Binaer multiplikation af blokke med 1

J 7 i+ 0
A~ " — A~
11111000002 = 100000000005 — 100000,

—
10111,-1010 15
1010 15

<’+ 1010 1,
| — 1010 1,
11110001 1,



Division

i
N L X R N Algorithm INTEGERDIVISION(z, )
P .
111110100,/101015=101T1 1 Input Integers z =2 0 and y = 1 |
TT 11107100 e OutputOIntegerz:Lx/yj,1.e.0§x—3'y<y
I p=
1 O 1 0 1 ____________________ I |
P Co 2 while y-2PT! < g
1010010 0 o , :y+1‘
00000 ---mmmmmmmmmmeommo- . P
1010010 0 o oy
| | | T
i 010 1----mmmmmmmmm oo . 6 # Invariant: x=1-y+7r andr <y - 2p+1
010000 - 7 while y <7
10101 -----------"commm— - L =
| 8 if y-2P <r
100110 ! 9 1t =1+ 2P # set position p i1 = 1
1010 - e e - 10 fr:r—y‘Qp
1000 1 r 11 p=p—1

12 return 1



Konvertering til base b

Algorithm BASEREPRESENTATION(z, D)
Input Integers > 0 and base b > 2

Output Digits dy, dy, ... of the b-ary representation of x

1 p=20

| . X=42 b=2

2 while x>0 doreseromsont

] . y d

3 1 = |_:1? / bJ — 0 42 21 42 0 0

A dz'J — p— .} 1 21 10 20 1 10

- -'1‘-— ; 2 10 5 10 O 010

N Lo b 3 5 2 4 1 1010

6 p=p-+1 4 2 1 2 0 01010
) 1 0 0 1 101010
6 0



Ikke pensum

Redundante talsystemer

n—1 i
S:i—() di -0

= Normalt antages 0 <d,<b = entydig repreesentation

= Redundante talsystemer tillader f.eks. ogsa cifre ..., -2, -1, b, b+1, ...

42, = 101010, = 21002, = 22-1-10, = ikke entydig
2*2"'+1*23-||-|2*20 2*244+2*%23+-1*22+-1*21

= Fordel undgar kaskader af menter under addition
= Anvendes | hardware og mange algoritmer og data strukturer

Se f.eks. Amr Elmasry, Jyrki Katajainen, Regular numeral systems for data structures, Acta Informatica 59 (2022), Doi 10.1007/s00236-021-00407-9



https://doi.org/10.1007/s00236-021-00407-9

Algoritmer og Datastrukturer

Binaer og lineaer sggning, logaritmer,
laengste voksende delsekvens, Erdos Szekeres saetning



Visuel
Invariant

Formel
Invariant

Sggning 1 usorteret liste

2411113 7[32]47] 5] 2 [89]12

(

+ T

%)

1<i:<n+4+1ANaj#xforall<j<e

hgjst n sammenligninger

Find x



Sggning 1 usorteret liste

1 (

Visuel

. - a. ‘?
invariant A4 # T t :

Algorithm LINEARSEARCH(A, x)

Input  Array A[l..n| and search key x
Output Index ¢ where Ali| =x; —1ifx ¢ A

1 1=1

2 while : < |A| do

3 if Ali] =« then
4 return ¢

5 =1+ 1

6 return —1



Sggning | sorteret liste

3|79 111]13]27(33)37]42]89 ISR

| 1 low mid high n
i VISU6| < (U mid > T
invariant
< low < high < n
cormel (1 < low < high <n+1) A

invariant (GJ < X fOl‘ all 1 S J < ZO@U) /\
(x < a; for all high < j <n)



Algorithm BINARYSEARCH(A, x)
Input  Sorted array A[l..n] and search key x
Output Index ¢ where Ali] =x; —1ifx ¢ A

1 low =1
2 high =n+1
3 while low < high do Opgave
4 mid = |(low 4 high) /2| Gee——Hyvad sker der n&r man
5 if © = A|lmid] then runder op her?
6 return mid
7 else if x < A[mid] then
Opgave | 8 high = mid
Modificer algoritmen 9 else if + > Almidl then
til low peger her 10 low — mz’d i 1
11 return —1

low mad high n
A < X CLmad > T




Binaer sggning — antal sammenligninger

A

1

low

maid

high

n

<X

(L mid

>

Antal kandidater efter én sammenligning <: n — |n/2]

n— [n/2] = |In/2] /2] = [[In/2] /2] /2] = - =0

Efter k sammenligninger < n/2% kandidater
garanteret feerdig ndr n/2k<1  n<2k & log,n<k < 1+|log, nl<k

hgjst 1 + [log, n] sammenligninger



The Art of
: : - Computer
* |fglge Knuth fgrste diskussion i litteraturen Programming
— John Mauchly i [Theory and technigeus for the design of electronic digital | o T
computers, ed. G. W. Patterson, 3 (1946), 22.8-22.9] for n = 2k— 1. Second Bdidon
— H. Bottenbruch [Structure and Use of ALGOL 60, Journal of the ACM, DONALD E. KNG
9 (1962), 214], for alle n

Programming Pearls

Jon Bentley

= Bentley’s erfaring fra Bell Labs og IBM i starten af 80’erne,
hvor han bad folk implementere binaer sggning:

...given ample time, only about ten percent of professional programmers
were able to get this small program right...

Donald E. Knuth, The Art of Computer Programming: Volume 3, Sorting and Searching, Kapitel 6.2.1, 1973
Jon Bentley, Programming Pearls, Kapitel 4.1, 1986




EXAMPLES OF ALGOL PROCEDURES

43,  Program for Binary Search

The following procedure assumes that the elements of an array « ate arranged
in descending order, that is, all] = a[2] = a[3] = - - . Given a number b and g
subscript 7 such that a[l] = & > af] the program determines in | + logyj com-
parisons & subscript p for which alp| = b > alp + 1.

procedure binary search (a, b, j, p);
value j, b; integer j, p; realb; real array a;

begin integer pl;

p =1
test forend: if j — p = 1 then go to M;
pl:= () + p) + 2;
if alpl] = b thenp := pl else j := pl;
go to test for end;
M:


https://doi.org/10.1145/321119.321120

Binaere sggning | standard biblioteker

» Java java.util.Collections.binarySearch
" C++ std::lower bound
* Pythonbisect.bisect left

finder farste Afi] = x



https://docs.oracle.com/en/java/javase/18/docs/api/java.base/java/util/Collections.html
https://en.cppreference.com/w/cpp/algorithm/lower_bound
https://docs.python.org/3/library/bisect.html

Sggning | sorteret liste — nedre graense

3|7 [9]11]13]27/3337]42/89

For enhver algoritme kan man svare saledes at antallet af kandidater
mindst er

n— [n/2] = [[n/2] /2] = [[[n/2] /2] /2] = -+ =0

n = 2llog.nl = efter k sammenligninger = 2lleg2nl-k kandidater
= efter [ log, n] sammenligninger mindst 1 kandidat tilbage

mindst 1 + [log, n] sammenligninger



Problem 1.9

o 3 | 7|0 111]13]15/33]37]42[89
| 4 |68 18123]27/51

Givet X og Y sorteret, find det r-te mindste 1 X U 'Y

(det 9. mindste element er 15)



Definition

Logaritmer

y=1log,x & b ==z

- naturlige logaritme

log,
3
1 L0 e
2+ ‘};ﬂ S i .].0\ %‘ ‘bilrr - ]‘Il X
B ro ==
=== (;:1?0,_ In ;;1:0)
1 | - lOglU £
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
' d o1
-1 %ln._z ==




Logaritmer —regneregler

logy,(z - y)
log,(z/y)
log;, (")

log, x

logb(bp)
d

—Inzx

dx
Iny

logy, « + logy, y
log;, © — logy y

p
1
T
1
/—diE
| T

H,—Inn — ~ for n— o0

Harmoniske tal  H,, = Z?—l%

Euler-Mascheroni constant v = 0.577215664901 . ..



Et algoritmisk eksempel
(der anvender bineer sggning)



Patience Diff
&
Laengste Voksende Delsekvenser



#include <stdio.h> #include <stdio.h>

// Frobs foo heartily mat fib (int n)

0 frobnitz (int foo o
int i;
for(i = 0; 1 < fib (n-2) ;
{
printf ("Yo
printf ("%d
}
}
int fact (int n)
{
if(n > 1) +)
{
return fac o) ;
}
return 1;
}
*argv)

int main(int argc,
{
frobnitz (fact (




L ]
lefcheclmr Home Images PDF Contact CLI

fa)
Create a free account

Recent Diffs

Unsaved diff 1. #include <stdio.h>
2.

Clear diffs

Recent diffs are deleted
on refresh

Saved Diffs
No diffs yet

3. // Frobs foo heartily
4. int frobnitz(int foo)
5.4

6. int i;
8.

10. printf("%d\n",
11. }
12. }

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

24. {

796 )

7. -For(i =0; i< 10;

i++)

9-_ _

foo);

23. int main(int argc, char **argv)

11 removals 10 additions

1. #include <stdio.h>

2.
3.

W N p

10.

11.
12. // Frobs foo heartily

13. int frobnitz(int foo)

14. {
15. int i;
16. -For(i =0; i< 10; i++)

printf("%d\n", foo);

19. }
20. }
21.

22. int main(int argc, char **argv)
23. {

24| frobnitz(fib(10));

25 1



Email this comparison

Text Compare!

J| 1 [#include <stdio.h>

4
2
3 |// Frobs foo heartily
4 |int frobnitz (int foo)
5 |({
6 int i;
7 for(i = 0; i < 10; i++)
8 1
',- printf ("Your answer is: ");
10 printf ("sd\n", foo);
11 }
12|}
13
‘ int fact (int n)
{
if(n > 1)
1
return fact(n-1) * n;
}
return 1;
}
23|int main (int argc, char **argv)
{
. frobnitz (fact (10)) ;
26|}
27

J 1 |#include <stdio.h>
\J
int fib{int n)
{
if(n > 2)
{
return fib(n-1) + fib(n-2);
}
return 1;
}
11
12|// Frobs foo heartily
13|/int frobnitz (int foo)
14|{
15 int i;
16 for(i = 0; 1 < 10; i++)
17 {
] |
18 printf ("%d\n", foo);
19 1
20/}
21
4
22|int main(int argc, char **argv)
Gl
f frobnitz (fib (10) ) ;
25|}
26

Edit texts ... Switch texts

Comparel!

Clear all




. File Left Right View Options Mergely Social

> £ 382 A vV « » 2z

1 #include <stdio.h> 1 #include <stdio.h>
02 2
3 // Frobs foo heartily [ k] int fib({int n)
4 int frobnitz(int foo) 4
51 5 if(n > 2)
6 int i; 6 {
7 for(i = 0; 1 < 10; i++4) 7 return fib(n-1) + fib(n-2);
8 { 8 }
|j 9 e S return 1;
10 printf ("%d\n", foo): 10 ]
1 } 11
12} " 12 // Frobs foo heartily
13 13 int frobnitz(int foo)
014 int faetfintn) 14 {
15 + 15 int i;
16 e — 16 for(i = 0; 1 < 10: i+4)
17 — ¢ 017 I
18 T e L | 18 printf ("%d\n", foo);
19 —3 19 }
20 e 201}
21 ¥ 021
22 7 22 int main(int argc, char **argv)
23 int main(int argc, char **argv) ) 23 1
24 { 024 frobnitz (£ib(10)) :
025 £robaitz{fact {10}, 25}
26 } 26|

27



Patient Diff
(Bram Cohen, opfinder af BitTorrent)

* Forsgger at lave laesbar og meningsfuldt output
— frem for mindst mulig

= Anvendes | Bazaar versionskontrolsystemet
(bazaar-vcs.org)

Mindst mulig lasning findes senere |
kurset vha. Dynamisk Programmering



00

11

12
14
15

17

21

25 }

fact (int n)

if(n > 1)
{

eturn fact (n-1)

return 1;

argc, char *

frobnitz (fact (10)) ;

*n;

1)

2)

3)

(00 Jtinclude <stdio.h>
01

02 int fib (int n)

03 {

04 if(n > 2)

05 {

06 return fib(n-1) + fib(n-2);:

07 }
(08) return 1;

09 }

10
// Frobs foo heartily
(12 )int frobnitz (int foo)
13 {

(147

>

(15
(17

18

int i;
for(i =0; i < 10; i++)
{

printf ("%d\n", foo);

}

APatience Diff

Find linjer der forekommer praecis én gang i

begge tekster

Find leengste voksende (feelles) delsekvens pa

disse
Gentag (rekursivt) pa blokkende




Laengste voksende delsekvens
(Problem 1.2)

-39-89-73-80(963

(79 e-98(09)57-=3-00-

Opgave

Slet sa fa tal som muligt fra en liste af tal,
sa de resterende tal star i voksende orden



Laengste voksende delsekvens
(Problem 1.2)

3083 7380596341 7868 82533122746 3699574360

1 2 23232445[3215136 4435

~— =N \T/\/k

. . laengste
Leengde Mln;IlSet’ﬁesrll?Ste voksende
delsekvens der

1 30 slutter pa 53
2 41
3 63 53 =|binaer sggning
4 68
5 2 < n-(1+ Llog, kJ) sammenligninger




Seetning (Erdos og Szekeres, 1935)

Enhver sekvens af n tal har en voksende eller aftagende delsekvens af
leengde mindst |v/n].

3141764210813 1128 (voksende)

2431216714268 2021 (aftagende)



Seetning (Erdos og Szekeres, 1935)

3083 7380596341 786882533122 7463699574360

1 2 2 3 2 3 2 445 3 215136 4 45
D U =
Laengde Mindste sidste element
30226

83735941 31

80 63 53 36

78 68 57 43

82 74 60
99

ORI WIN|F

Enten mange (= +/n) reekker (lang voksende delsekvens) eller
mindst én lang (= /n) reekke (lang aftagende delsekvens)



Algoritmer og Datastrukturer

Induktion og invarianter



Bevis ved induktion

* Vi gnsker at bevise en uendelig raekke udsagn
u,u, U, u,Uu,..U,6U

n+1’ s
__ n(n+1)(2n+1)

6

* F.eks. kan U, vaere udsagnet: Y-, i =

Udsagnene kan bevises v.h.a. induktionsprincipet, ved at
bevise fglgende to udsagn:

1. Basis:
Vis at U, geelder

2. Induktionsskridt:
Antag for et n 2 1 at U, geelder (induktionshypotese)

ogvissaatU,,, gelder,dvs.visat U, = U, ,,




n(n+1)

Eksempel: Bevis };j-1 i =

[CLRS A.1] (A.1) 2
e Basisn=1: Y _,i=1= 1(12+1)
e |nduktionsskridt:
Induktionshypotese: )i’ i = n(n2+1)
Skal vise at: Y-t = ("+1)((:+1)+1)
| '- +1
Devis: n+1l_(n+1)+2?1i—hn+1+n(n2 :

2n+D+nn+1) @Z+n)(n+1)
- 2 - 2
_(+D((n+1)+1)

B 2




Eksempel: Bevis Y-, 2! = 2"l — 1

[CLRS A.1] (A.6)

e Basisn=0: Y7 ,2t=20=1=20+1—-1

e Induktionsskridt:
Induktionshypotese: " 2t = 2"t —1
Skal vise at: Y2t = 2(n+)+1
Bevis:
.h.

Z?:Ol Zi — 2n+1 + Z?:O Zi all 2n+1 4 2n+1 -1

—p.pntl_q =2nt2_1 =20 1 4



xn+1_1

Eksempel: Bevis Y1 g x' =

x—1
[CLRS A.1] (A.6)
e Basisn=0: Y,  x'=x"=1 | x 1
=0 -  x—1
e Induktionsskridt:
. . n 1 . xn+1—1
Induktionshypotese: )./, x' = —
(n+1)+1_
- I T I A 1
Skal vise at: Y/t xt —
Bevis:
. n+1
n+1 n+1 n i hntr X
Soxt= xR oxt =TT+
XM+2_q y+HD+1_q

(x—l)x""'l +xn+1_1

x—1 x—1

x—1



2 n(n+ 1)(2n+1)
6

Eksempel: Bevis )i ¢ i

[CLRS A.1] (A.4)

*Basisn=1: Y ,i’?=1= 1(1“)6(2'“1)

* Induktionsskridt:
D n(n+1)(2n+1)

Induktionshypotese: )." i

Skal vise at: Y- i% = (n+1)((n+1)-|-61)(2(n+1)+1)

Bevis Y li2=(m+1)2+3Y",i?
.h. (n+1)2 4 n(n+ 1)(2n + 1) 6(n +1)? + n(n +1)(2n+1)

_ (n+1)(2n* + 7n +66) _ (n+1D(n+2)2n+ 3)

6 6
4+ D+ D +1)20Nn+ 1)+ 1)
B 6




Planar Grafer - Eulers formel

V| =5 knuder
|IE| =7 kanter
# flader = 4

For en sammenhangende planar graf geelder:
Eulers formel: | |V| - |E| + # flader =2

Korollar: |E| <3|V|-6 (for [V| = 3,

ingen selvigkker,
ingen parallelle kanter)



"wd DEN DANSKE ORDBOG

MODERNE DANSK SPROG
LE 3 :

invariant adjektiv
BAJNING -, -e
upTaLE [‘envai,an’d] o @

OPRINDELSE fg@rste led latin in- i betydningen 'ikke-, u-'

Betydninger

uforanderlig; konstant — bl.a. inden for matematik

GRAMMATIK almindelig som substantiv faelleskgn



1 « O

X « 100

while i1 < 10 do
X « X + 7

1 « 1 + 1



Lokke-invariant = udsagn

Eksempler pa I

e 120
e x2100
e 1<Xx { I }

x=100+7*1 A 1<11
A x og i er heltal

En invariant I skal opfylde
1) Nar lgkken nas fgrste gang,
sa er I opfyldt
2) Huvis I er opfyldt for Igkken
udfegres, sa er I opfyldt efter
en udfgrsel af lgkken

1 « 0

x" og i’ er de nye veaerdier

£ = 100 i=0 A x=100 > x;100+7*i Aig1l

while i < 10 do

X X + 7
- AN X'=x+7 N i'=i+1

x=100+7* \A i< 11 A i<10
}9 x'=(100+7%i)+7 =100+7*’ A i’'<11

1 « 1 + 1

A

—(i<10) A (x=100+7*i A i<11)>i=11 A x=177

Udnyt I og at
lpkke-betingelsen
er forkert nar vi er
feerdig til at drage
en konklusion

I gelder
automatisk nar
vi kommer ud
af lpkken



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n

”for sma” 7 "for store”

low mid high

<< 1nitialize >>
{ I } while << loop condition >> do
mid « << f(low,high) >>
<< update >>



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n << initialize >>

"for sma” @ ?  ”for store” { I } while << loop condition >> do

mid « << f(low,high) >>

low Ihigh
mid

<< update >>

I,: (Afli]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
I,: (Afi]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
[I3: (Ali] <xforl<i< ow)’\(st:i:forwig1<iSn)]

I,: (Ali]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)




Binaer spgning (i sorteret array

1 n

"forsma”  ?  ”for store”

low Thigh
mid
low « 1; high < n
{ I } while low = high do
mid < | low+ (high-low) /2]
if A[mid] < x then
low « mid+1
else
high « mid-1

[I: (A[i]<xfor1$i<Iow)’\(st[i]forhigh<iSn)J




Algoritme POWER(z, p)
Inputbetingelse : Heltal z > 0 og p > 0
Outputkrav s r =P
Metode cr < 1;
{I} while p>1 do
if p lige then
T4 T*xT; P4 p/2
else
r«—rxx;p<—p—1
Po = veerdien af p i starten

\ Ja Nej

P < po
P = X
R )
e Bt = g X

e =r.2p X

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2017, opgave 21




Algoritme LOG2(n)
Inputbetingelse : Heltal n > 2

Outputkrav ~ : r = intlog(n) = |log, n |
Metode D — 1

r < 1;

p < 2

{I} while 2p <n do
if pxp <n then

Ja Nej D $— P *D:
1<r<p X ré— 2%
else
Zpsn D 2% p;
p=2" X r<nr+1
p=72r X
p= Zintlog(p)

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2015, opgave 21



Invarianter

= Vaerktgj til analyse af tilstandene i en lgkke i en algoritme

= Designveerktgj ”Invariant =2 kode”

= Kan indfange essentielle egenskaber ved en datastrukturs
tilstand



Algoritmer og Datastrukturer

Analyseveerktgjer, RAM model,
Insertion-Sort, O-notation
ICLRS, 1-3.2]



Hvad er udfgrselstiden
for en algoritme?



Fra lde til Programudfarelse

Del og

Kombiner
?

ldé

for each x in m up to middle
add x to left

for each x in m after middle
add x to right

Pseudokode

(Java-)kode

if (t1[tlindex] <= t2[t2index] )
a[index] = t1[tlindex++];
else
afindex] = t2[t2index++];

Mikrokode

Virtuel hukkomelse/
TLB

L1, L2,... cache
Branch Prediction

Pipelining

I
Y

" FLOATING POINT EXECUTION
UNITS b

Program-
udfgrsel

64 KBYTE
INSTRUCTION
CACHE
BRANCH _ 7=
REDIGTION

Maskinkode

Compiler

Assembler




Maskiner har forskellig hastighed...

Maskine | Tid (sek)

camell9 8.9 Tid for at sortere linierne |

molotov 102 en 65 MB web log pa
' forskellige maskiner pa
Institut for Datalog

harald 26.2

gorm 7.8

Idé:
Argumenter om algoritmer uafheengig af maskine



Design af Algoritmer

Korrekt algoritme
= algoritmen standser pa alle input
= output er det rigtige pa alle input

Effektivitet

=  Optimer algoritmerne mod at bruge minimal tid,
plads, additioner,... eller maximal parallellisme...

= ~p?erbedre end ~ n’ :asymptotisk tid
= Mindre vigtig : konstanterne
= Resouceforbrug: Worst-case eller gennemsnitlig?



RAM Modellen

(Random Access Machine)

CPU

OwW—DM330XC T

Beregninger sker 1 CPU
Data gemmes | hukommelsen
Basale operationer tager 1 tidsenhed:

, -, *, AND, OR, XOR, get(i), set(i,v), ...

Et maskinord indeholder c-log n bits



Eksempel: Insertion-Sort

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 21to A.length

2 key = 4A[j] -
3 // Insert A[j] into the sorted sequence A[l Jj—1].
4 I = j—1 |

5 while i > 0 and A[i] > key

6 A[z + 1] = A[i]

7 [ =1—1

8 Ali + 1] = key



1+2+--+n
= +n/2
=n(n + 1)/2

1 2 3 4



insertion:

|
I pushl %ebp
| movl %esp, %ebp
u pushl $edi
I pushl $esi
— | pushl $ebx
| subl $12, %esp
cmpl $1, 12 (%ebp)
| jle .13
I movl 8 ($ebp), %edx
xorl $ebx, %ebx
I movl 8 (%ebp), %eax
| movl $1, -16(%ebp)
| movl 4 (%edx), %edx
addl $4, S%Seax
| movl $eax, —-20 (%ebp)
I movl Sedx, -24 (%ebp)
| .p2align 4,,7
.L6:
| movl 8 (%ebp), %ecx
. . . . | leal 0(,%ebx,4), %esi
insertion(int a[], int N) movl (fecx sebx, 4), Seax
| cmpl -24 (%ebp), %eax
. . . jle .L8
{ int 1, 3, key; ' movl Secx, %edi
| leal -4 (%esi), %ecx
| leal (%ecx, %edi), %edx
Jjmp .L9
| .p2align 4,,7
.= ° - . - | .L16:
for (j 1 14 J < N' j++) | movl (%edx), %eax
]c - . movl %ecx, %esi
ey = [31; ! subl $4, %edx
{ y a j ’ | subl $4, %ecx
. - - cmpl -24 (%ebp), %eax
i=3j-1; | 1 L8
V4 Jle .
| .L9:
. - — ' movl -20 (%ebp), %edi
while( 1>=0 && a[i] > key ) I Subl 51, sebw |
. . | movl %eax, (%edi, %esi)
{ a[i+1l] = a[i]; L ins L16
. I movl -16(%ebp), %edi
1—- ; I movl 8 (%ebp), S%edx
| leal (%edx, $edi, 4), %eax
.L5:
} | movl -24 (%ebp), %ecx
I movl -20 (%ebp), %edx
. — . addl $1, -16(%ebp)
a [1+1] key’ | movl -16(%ebp), %edi
| movl %ecx, ( sedx, sebx, 4)
} cmpl Sedi, 12 (%ebp)
| jle .L3
| movl 4 (%eax), %edx
} | movl $edi, %$ebx
addl S4, %Seax
| subl $1, %ebx
| movl $edx, -24(%ebp)
jns .L6
I jmp .L5
| .L3:
| addl $12, %esp
popl Sebx
| popl Sesi
I popl Sedi
| popl Sebp

ret



Eksempel: Insertion-Sort

= Eksempel pa pseudo-kode
* Detaljeret analyse — stort arbejde

= Tid: worst-case (~ n?) og best-case (~ n)
meget forskellige

= Tid: gennemsnitlige (~ n?)
= Hurtigere pa ~ sorterede input:; adaptive



Asymptotisk notation

* Grundleeggende antagelse:
— ~ n? er bedre end ~ »?
— Konstanter ikke vigtige

= Matematisk formel made at arbejde med

= Eksempler:
87 -n* 7<” 12-n’
1089 -n  7<” 033 n?
7-n*+25-n 7<” p?

” N
~



Se+0E

Be+06

Te+0G

Be+06

De+0G

4e+0R

Ze+0G

2e+06

1e+06

1089-:x vs 0.33-x?

1085%:x
0,33%:"2

0 1000

2000

2000

4000

5000



- hotation

... 0g vennerne

Q (store omega)
® (theta)

w (lille omega)
o (lille o)



O-notation

Definition: f(n) = O(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R 0gQ

findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

fn) < cg(n)
t : c-g(n)
)Qc/ 7
i

Intuitivt: f{n) er "'mindre end er lig med” g(n), eller g(n) "dominerer” f(n)



O-notation

O(g(n)) er maengden af funktioner der
asymptotisk er begreenset af g(n)

f(n) = O(g(n)) f(n) € O(g(n))
O(f(n)) = O(g(n)) O(f(n)) = O(g(n))
Eksempler:
e nN2= O(n3)
. -@-én%—;ﬂ;
« O(n?) =0(nd
. O3 =02



Eksempel: Insertion-Sort

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 21to A.length

2 key = 4A[j] -
3 // Insert A[j] into the sorted sequence A[l Jj—1].
4 I = j—1 |

5 while i > 0 and A[i] > key

6 A[z + 1] = A[i]

7 [ =1—1

8 Ali + 1] = key

Tid O(n?)



Eksempler : O - regneregler

fin)=0(g(m) > c:fln)=0(g(n))
fi(n) =0(gy(n)) og fr(n)=0(gyn) >
J1(n) + f5(n) = O('max(g,(n), g»(n)) )
Si(n) - fo(n) = O(gy(n) - g5(n) )

Ck'l’lk‘|‘ Ck_l.nk—l_|_ Coee 4 02'1’22‘|‘ Ci'h + CO — O(nk)

for positive monotone funktioner



Eksempler : O

= 3-n2+ 7-n=0(n?)

= 2= 0(nd)

= log, n=0(n">)

* (log, n)* = O(n"")

= n2- log, n + 7-n25 = O(n5)
u nS . 2n — 0(371)



1,2e+08

Visuel test af n° - 27 =0(3") ?

Plot af de to funktioner
— ikke seerlig informativ
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Plot af de to funktioner
med logaritmisk y-akse
— farste plot misvisende

Plot af braken mellem
de to funktioner
— farste plot misvisende

1000

Plots lavet med Gnuplot



Bevis for n> - 27 = O(3")

Vis n°>-2"<c¢-3" for n>N, for passende valg af c og N,

Bevis:
(5/1og, (3/2))*<n for n>73
Y 5/log, (3/2)<Vn=nNn<nllog,n  dan>log, nforn>17
b5 log, n<n - log, (3/2) | v P
' log, (n°) <log, (3/2)" o
L S< 32y =30/ 0
s oon< gn
Dvs. det gnskede geelder for c=1 og N,=73. 0

Seetning poly(n)-a"=0(h"*) foralle 1<a<b



Q) —notation (Omega)

Definition: f(n) = Q(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R 0gQ
findes ¢ >0 o0g N, sa for alle n> N, :

fn) = c-g(n)

A

| f(n)

|

; c-g(n)
|

|

l >
Ny

Intuitivt: f(n) er "starre end er lig med” g(n), eller g(n) er "domineret af’ f(n)



O-notation (Theta)

Definition: f(n) = 0(g(n))
hvis f(n)=0(g(n)) 0g f(n)= Q(g(n)

A

i c1°g(n)
; fn)
I c,'g(n)

>
NO

Intuitivt: f(n) og g(n) er "asymptotisk ens”



o-notation (lille o)

Definition: f(n) = o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ >0, findes N, sa for alle n > N, :

fn) = cgn)

Intuitivt: f(n) er "skarpt mindre end” g(n)



w-notation (lille omega)

Definition: f(n) = w(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ >0, findes N, sa for alle n > N, :

fn) = cgn)

Intuitivt: f(n) er "skarpt starre end” g(n)



ikipedia.org/wiki/Big_O_notation#Multiple variables

O-notation | flere variable

Vi vil gerne kunne skrive
3n-m+7n-m=0(n?- m)
Litteraturen er dog ikke praecis / konsistent...
f(n, m) = O(g(n, m)) ?

t fm/{//{///{/(/{///{/)/ eller Tifm///c///////%
| ? N .

n=Nyo Am=N, = f(n,m)<c-:-gnm) n=N,Vm=N, = f(n,m)<c-:-gnm)



Algoritme Analyse

= RAM model
= O-notation

.. behgver Ikke at beskrive og analysere
algoritmer 1 detaljer !



Algoritmer og Datastrukturer

Merge-Sort [CLRS, kapitel 2.3]
Heaps [CLRS, kapitel 6]



Merge-Sort

(Eksempel pa Del-og-kombiner)

MERGE-SORT(A, p,r)

1 ifp<r

2 q = |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A4, p, q)

4 'MERGE-SORT(4,q + 1, r)
5 MERGE(A, p, q,7)

P q g+l r N

| starten kaldes MERGE-SORT(A,1,n)

von Neumann, 1945



MERGE(A, p,q,r)

n=q—p+1
Nyp =71 —(
let L[1..n; + 1]
fori = 1ton,

e .
SOOI P W

U T
o =

13
14
15
16
17

L

for j = 1ton,

R

R[ny, + 1] = o0

I =1
j=1

fork = ptor

if L[i]
Al
P
else A[k]

< RUj]
= L[i

= R[7/

il =Alp+i—-1]

Jjl = A4lg +Jj]

J]

j=J+1

-d. R[1..n, + 1] be new array'sl

—

1 p k g

)

—_——

2

00)

n, n
1]

n,

flet




Merge-Sort : Analyse

Rekursionstraeet

/ \>
] -
Ve \ Ve N\ y'd N\ & \
| I I L] Lo ] C o] I (I 1
V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N
| I I LI 1L || | | | 11 I 1 | I 1] I 1 I

Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

Arbejde
O(n - # lag) = O(n - log, n)



Heap-Sort



Binaer (Max-)Heap

1

heap-order Q @

12 <17 2

7
8 9 10 11 12 13

[19]17|16]12] 9 |15l 1| 2 |11] 7| 3 |10]124 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Williams, 1964



* Dybde : 1+ log, n.

Max-heap : Egenskaber

* Roden : knude 1 L
 Bgrn til knude 1 : 2i og 2i+1 m @

« Faren til knudei: (i/2] @ 2 @ @ | 0

>

4 5 6
( n = antal elementer) @ m ﬂ a @ @
8 9 10 11 12 13



Max-Heapify

MAX-HEAPIFY (A4, 1)

1 | = LEFT(i)

2 r = RIGHT(Y)

3 if/ < A.heap-size and A[l] > A[i]
4 largest = | |

5 else largest = i

6 ifr < A.heap-size and A[r] > A[largest]
7 largest = r

8 iflargest #£i

9 exchange A[i] with A[largest]
0

1 MAX—HEAPIFY (A, largest)

Tid O(log n)






