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Kursuselementer

Undervisningsformer

Forelaesninger 2 + 2 timer/uge [fysisk + optages + efterfglgende video]

Teoretiske gvelser “TA@” 3 timer/uge [fysisk]
Studiecafé 5 x 2 timer/uge [fysisk]
Online diskussionsforum [Brightspace]

Afleveringer (grupper 1-3 personer)
9 teoretiske afleveringer (skal godkendes)
4 ugers programeringsopgaver (del af karakteren)

Eksamen
2 timers multiple choice, uden hjeelpemidler, 7-skala

Sprog
Forelaesninger og gvelser dansk
(materialle og kursusside dog engelsk)

N
Forelaesningerne gennemgar stoffet
Til gvelserne arbejder man med stoffet )

~

Hjeelp til ugeopgaver og afleveringer af en
instruktor (cs.au.dk/studiecafe)

J

~

Traener algoritmiske formuleringer

Afleveres pa Brightspace

Frist aftales med instruktoren

Genaflevering (positivt) = instruktor

feedback og mulighed for at forbedre sig

Anbefales grupper af 2-3 personer for
\Iﬂbende at kunne diskutere opgaver /

Tidligere eksamensopgaver og
traeningsopgaver pa kursussiden




Tidsforbrug timer x uger
Forelaesninger 4x14 =56
Teoretiske gvelser (TQ) 3x14
Studiecafe 1x14=14
Afleveringer 3x14=42
Forberedelse foreleesning 2 x 14 =28
Forberedelse TQ 2x14 =28
Forberedelse eksamen 45
Eksamen 2
Timer i alt 257

3 timer om ugen med en instruktor
En reekke opgaver til hver gang

Opgaverne pa “Course plan” hgrende til forelaesninger
efter jeres sidste T@ time, og op til denne TA time

Format

1. | forbereder jerinden TQ i laesegrupperne og
forsgger at forsta og lgse alle opgaverne
Brug studiecafe & diskussionsforummet til hjeelp

2. Ved gvelserne gennemgaes opgaverne af de
studerende, imens instruktoren hjeelper med at
rette misforstaelser og fremhaeve vigtige pointer

Sgarg for lgbende dialog med instruktoren om hvordan
T timerne bruges bedst muligt
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Om 0 er med i de naturlige tal
afhaenger af hvem man spgrger !

Et "cheat sheet” med matematisk
notation og regneregler der
anvendes i kurset findes i
'Supplementary Lecture Notes”

Mathematics Cheat Sheet

N= {1,
R=

.} natural numbers

1(4] nluuh(‘h

Rt ={zeR |z >0}

Floor |x], ceiling [x]
Associativity
(a-b)-c=a-(b-c), (a+b)+c=a+(b+c)
Commutativity
a-b=b-a, a+b=b+a
Distributivity
a-(b+c)=a-b+a-c
Powers

=1, al=a, daTc=dab.a°
(ub)c =abe o =al) a7 a—lb
(a-b)e=ac-bc, abc= ul’/(lC
Roots
Va = Ya = all? W:ul/"
Va-b= Ya- Vb, W:ﬁ/%
Fractions
a. e _ ac
b d T bd
ajc _ ad
5/d = be
§ g = adihe
Logarithms
logya=cs b =a, plogs e = g
Natural logarithm
Ina=log,a, ¢=27T1828...

Binary logarithm log, a =lga

log, 1 =0, logyb=1
logy(a - ¢) = logy a + log,
]Ugb(m ) loub a — 10
logy(a®) = c-logya
logy a = 112‘3‘ logj a = (log, a)®
alogy e — _)logza-logz ‘T — oga
2 ﬁ[l —x9) +Inzy -7
n T
1

/(J'o- Inzo)

-1

Matri

A=

4! 2 3 4 5
/ d 1
",’ Zhr=g

ces (1)
all s Al
mxXmn
matriz
am1  c amn

Matriz addition (m X n og m X n)

C=A

+ B, ¢ =a;+bi;

Matriz multiplication (m X n og n x p)

C=A

n
B, cij =Y 5 i b

Constant multiplication (m x n)

C'=cA,

Cij = € a4

(ALB)+C=A+ (B+C)

A+DB=
c(dA) =

B+ A
(cd)A

c(A+DB)=(cA)+(cB)

(AB)C
AB+

"= A(BC)
C) = (AB) + (AC)

(
(A+ B)C = (AC) + (BC)

Sets

Set A ={ay.as...., an}

Size |A|

Membership x € A, non-member = ¢ A
Empty set 0, 0] =0

Subset AC B,iec.xe A=z B

Set intersection AN DB

Set union AU DB

Set d'zﬁeience A\BorA-B

4\3 /-mB\ B\»DB

4\
AUB=( A\B AﬂB U(B\A4)
Commutativity
ANB=DBNA, AUB=BUA
Associativity
AUBUC)=(AUB)UC
ANBNC)=(AnB)NC
Distributivity
AUBNC)=(AUB)N(AUC)
ANBUC)=(ANB)U(ANC)

DeMorgan’s laws
AN(BAC) :<A\B (A\C)
AN(BUC)=(A\B)n(A\C)
Idempotence 4 UA=A=ANnA
Empty set AUD=A, AnP=10
Complement A wrt. universe U
A=U\ A where ACU, A=A
AUB=4AnB, AnB=4AUB
A and B are disjoint < ANB =10
Cross product | Cartesian product
AxB= ANbe B}
Sums 2
Z,n:lui =ay+azx+ - +ap
Z,nzl (a; +b;) = 211:1 a; + Z;lzl b;
Zznl( sap) =c- Z?l(li
o2 71+71+ e |
Z:lzou‘ =% =1 for a 75 l
Z;};O at :nli_lélC Zn 0@
Shi=14+24+3+.
L= n(n+1)6(2n+1)
Sqiat= ﬁg(lfuﬂfw(t"Jrn-uﬂ*l)
Yityi-a’ = g for o] < 1
Polynomial P(x) = E?:o ¢t
Telescoping sum
Z:L:_Ol(u.l,l —a;) = a, — ag
n-te harmonic number H, =31 1
=t+3+-+

Inn +% <H,<lhn+1
lim (Hn, —Inn) =~ = 0.577215...
n—r00

= Euler Mascheroni constant
Products
H?:L Ty =ap T Xy
Fuactorial n! =T];i=1-2---n
In ([T, @) = >0 In(as)
O<n(m!) —(nnn—n+1) <lnn

= lal<1

= o n+].)

Probability theory &
Mean T = TitZatodan

n
Binomial coefficient (;) = m
(number of ways to select £ elements
among n, indepedent on the order)
Linearity of expectation

E[YF, e X = Th, o EIXY)
Bernoulli distribution X ~ Bern(p)
PrlX=1=p, Pr[lX=0=1-p
Binomial distribution X ~ Bin(n,p)
(sum of n Bernoulli ni;\ls)

PriX =k] = ( ) pF(L—pnF
Expected value p =E[X] =p-n
Geometric distribution X ~ Geom(p)
(number of Bernoulli trials before 1)
PrlX =kl =p- (1 —p)k?!

E[X] = Y5, k- Pr(X = 4] = 1
Logical expressions
Or/disjunction U V'V

And / conjunction U ANV

Not [negation =U

Implication/ conditional U = V'
Equivalent / biconditional U < V'
FEzists 3z Ulx)

For all Vo : Ulx)

VIFT AIFT -
FIF T FFF F|T
T‘T T T‘F T T|F
:>\FT @‘FT XORI|F T
FITT F|TF F |[FT
T‘F T T‘F T T |TF
F = false, T = true
Asymptotic notation ()
flz)=0(g(z)) &
e, xoVr 2 zo : fz) < c-g(x)

fla) =Qg(x)) &
Je > 0,20%e > g f(x) 2 c-g(x)
fla)=08(g(z)) &

f(x) = O(g(x)) A f(x)
Master Theorem (V)
Constants a,c,d>0, p>0 and b>1
forn < d

= Q(g(x))

-
T(n)= aT(n/b)+c-nP forn>d
Fooremn for a < 1P
T(n)=4 O(n? log,n) for a==5b"

O(nlogs @) for a > P
Growth of functions
2 ] 2

—4 =2

Literature

Mathematical formulas (high school, stx A),

Mathematical formulas and terms (primary school), Ministry of Education, June 2017 [in Danish|
Undervisningsministeriet, May 2018 [in Danish]

Thomas H. Cormen et «l., Introduction to Algorithms, 4th Edition, appendix A-C, 2022
Steve Seiden, Theoretical computer science cheat sheet, ACM SIGACT News, 27(4), 1996

Covered in Mthis course, Pintroduction to mathematics course, © probability course, Plinear algebra course




Leeringsmal fra kursusbeskrivelsen

| slutningen af kurset vil deltagerne kunne

Formulere og udfgre algoritmer og datastrukturer | form af pseudokode

Konstruere, implementere og analysere algoritmer ved hjeelp af standard
algoritme paradigmer

Identificere og sammenligne datastrukturer og grafalgoritmer til Igsning af
algoritmiske problemer

Identificere gyldige invarianter for en algoritme

Konstruere, implementere og evaluere algoritmers ydeevne for simple
algoritmiske problemer

Analysere og sammenligninge tid og pladsforbrug af algoritmer og
datastrukturer

Bevise korrektheden af enkle programmer og transitionssystemer



Spgrgsmal ?

Se Brightspace for info, samt slides!



Studieretning

Datalogi (1. ar)
Datavidenskab (2. ar)

IT produktudvikling (3. ar)
Matematik (typisk 3. &r)
FysikK (typisk 3. ar)

andet (typisk tilvalg i datalogi)



Programmeringserfaring

(for det programmeringssprog du matte kende bedst)

a) Ingen

b) Basal kendskab

c) Grundleeggende kendskab
d) Advanceret

e) Ekspert



 Algoritmer og Datastrukturer omhandler effektivitet af
programmer

» Kraever egentlig man kan programmere...

Datalogi
Introduktion til
Matematik Programmering
Datavidenskab (Java)
Introduktion til
Programmering
IT med Videnskabelige
Anvendelser (Python)

Produktudvikling

Introduktion til Algoritmer og

Programmering Datastrukturer
(Java)

* Programmeringsafleveringerne vil veere basal Java



Teltstangsproblemet




Algoritmer og Datastrukturer

Puzzle, SelectionSort



2005






/3 TV 2 | Jul i Valhal - Microsoft Internet Explorer
File Edit ‘iew Favortes Toolz  Help

TY 2 ZULU  CHARLIE FILM SPUTNIK TEKST-TY MOBIL

NYHEDERNE FINANS VEJRET SPORTEN PROGRAMMER TV-GUIDE MARKED LIVSSTIL

Hiscore 'e.r du pa?

om Valhal "

Konkurrencer Yalhal spilléne findes pd den Ed—I'DITI: S0m
félger med ldgekalenderen. Find din egen

Sp." & Hiscore score herunder. Husk at valge et specielt ~ Hotline

spille-nawvn, sa du kan kende dig blandt
Downloads alle de andre. Hi-scores bliver genstartet + Thors Torden Race
Pﬂ' ; hver dag! Kan du blive nr. 1 pd et de 24
len - spil? - - * Anders And Hiscore

ﬂ-ﬂﬂlﬂl .fm'k pd spifnavnet for at se afle -smres.i'

. , s ' - NYT ALBUM

UDE NU
KIDS 1. Pebernadder til Snifer 2. Lokes hgj

4009 andreas_ 450 Anne k. Mie INKL.

: e oplys mo e‘n. L
63 DAMIEL 448 MiaMaria DRENGE SOMMIG
23 mathiastp 443 ROMMIE

o Internet



"Lokes Hgj”

e 64 brikker
e Hiscore 450
« Antal ombytninger 500 - 450 = 50

Hvordan opnar man et lavt antal
ombytninger
— held eller dygtighed ?




Optimale antal ombytninger ?




Optimale antal ombytninger ?

a) 5 c—g'jﬂﬂ
) 6 E2/5\6)
) 7 ‘-l_____ﬂ
d) 8
e) 9
f) Ved ikke




Optimale antal ombytninger ?

a) 5 c—g'jﬂﬂ
@b @MEE

o e

d) 8

e) 9

f) Ved ikke

En lgsning: 1-9 2-6 5-6 8-3 4-8 8-



Cykler (Permutationer)
C
<SEN
A< { | >D

S B

b

Hver pil peger pa brikkens korrekte plads

Definerer en maengde af cykler (fx cyklerne A,B,C,D)



Optimale antal ombytninger ?

= VAR
¢ @AY
N L/

En lgsning: 2-6 5-6

Puzzle




Ombytninger og Cykler

Y

| : x
/ /’“\ I
j Yy J
swap x and y

\v—/
/ T Y

,11
el

Lemma

« En ombytning af to brikker i samme cykel gger antallet

af cykler med en.

« En ombytning af to brikker fra to forskellige cykler

reducerer antallet af cykler med én.




Lemma
Nar alle n brikker er korrekt placeret er der praecis n cykler.

Lemma
For at Igse et puslespil med n brikker og k cykler i starten
kreeves = n — k ombytninger.

Har vist en nedre graense for

ALLE algoritmer der lgser problemet




En (gradig) algoritme

Algorithm PUZzZLE
I while there exists a misplaced piece x do
2 Let y be the piece at x’s correct position

3 swap - and vy



Lemma
Algoritmen bytter aldrig om pa brikker der star korrekt.

Lemma
Algoritmen udfarer < n - 1 ombytninger

Lemma
For at Igse et puslespil med n brikker og k cykler i starten
udfagrer algoritmen praecis n — k ombytninger.

Har vist en gvre greense for en konkret algoritme

Algoritmen er optimal da antal ombytninger er bedst mulig
(de viste nedre og @gvre graenser er identiske)



Saetning

For at lgse et puslespil med
n brikker og k cykler | starten
kraeves preecis n — k ombytninger




Fordelingen af antal cykler

n =64, 10.000.000 permutationer

A _
Yo

number of cycles

o~
O
o8

ln.

N

15 16 17 18

6 7 8 9 10 11 12 13

D

1 2 3 4

20

10

O = N
S L

1422
5463
18833
59330
168591
418886
886375
1547248
2144855
2239366
1632232
728362
148529



Algoritmisk indsigt...
= Matematisk indsigt (cykler)

= Resourceforbrug (antal ombytninger)

= Nedre greense ( =2 n - k ombytninger)

= Gradig algoritme

= Analyseret algoritmen ( < n - k ombytninger)

= Optimal algoritme (argumenteret bedst mulig)

= |nput afheengig resourceforbrug



Tilfaeldige permutationer...

David J. C. Mackay

Yderligere information kan findes |
maeamngugorams . 0AVIA J.C. MacKay, tilleeg til

.- . Information Theory, Inference, and
- . = Learning Algorithms, om

. "Random Permutations”, 4 sider.

M =4

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf



http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itila/cycles.pdf

SelectionSort
Flyt mindste kort

H .
! LL
| &
; &
¢S (&l L ve
| e
: L ¢ *J
: )
Usorteret Sorteret

Invariant S sorteretog C = S



Forkastede Minimum

kandidat |
f* 5 ~ :
| S %3
I /—(
L \_ S */ M : — * 1
.................................................................. : & |
P U L 9 "'/
: . Z */
Endnu ikke | %)
undersggt | ~
S 9% :
Invariant |

S sorteret, UULUM =>S,L>M,|M|<1,09|L|=1=>|M|=1



Algorithm SELECTIONSORTABSTRACT(A)

1
2

Implicit SelectionSort

for 1 =1 to |A|—1 do

swap Alt] and minimum of Ali..|A|]

A

2 4 5)
4 5 | 2

v~ i =1
4 D | 2

2 5 | 4

N— 7T 1 =3
2 5 | 4
~ A 1 =4
2 4 15

Invariant
21 3 o 71519 6
SOI‘t;dS < 5

J
2

2.
]

(@)

=@ S I

Algorithm SELECTIONSORT(A)
for i=1 to |[A|—1 do

k=1

for j=i+1 to |A| do
# Alk| = min Ali..7 — 1]
if Alj] < Alk] then

k=

# Alk] = min Ali..|A|]

tmp = Ali]

Ali] = Alk]

Alk] = tmp



Analyse SelectionSort

Lemma
At finde det mindste kort blandt k kort kreever k — 1 sammenligninger

Lemma
SelectionSort pa n kortlaver (n—1)+ (n=2)+ - +1=n(n-1)/2
sammenligninger




1+2+--+n
+n/2
n(n + 1)/2

1234

RN



Algoritmer og Datastrukturer

Heltalsaritmetik: Binaere og decimal tal,
addition, subtraktion, multiplikation, division



Cifre

For hvert lille tal har man et specielt symbol



10-tals systemet (10 =9 + 1)

Veerdien af d,,_1d,,_o---didy

n—1

Zd@ 100 =d,_-10" "t +d,_5-10"" 2+ .. +dy - 10"+ dy - 10°
1=0

Eksempel: 1849, =1-10°+8-10°+4-10"+9. 10"



Repraesentation base b

Veerdien af d,,_1d,_o---dyidg

n—1 7
Zi:() di'b
P Hl

Eksempel: 18495 = 111001110012 = 3471g = 73914

1-103+8:102+4-101+9-10° 210+29+28+25+24+23+20 3-83+4-82+7-8'+1-8°  7-162+3:161+9-16°

Decimal value 012 3 45 6 78 9 10 11 12 13 14 15
Binary symbol 0 1

Octal symbol 012 3 45 6 7

Hexadecimal symbol 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 A B C D E F



5 4 3 2 1 O

101010, | base 10 ?

a) 14,
b) 26,
c) 374
@ d)42,, =25+23+21=32+8+2
e) 84,,
f) Ved ikke



42,,1 base 57?

a) 42

b) 82,

c) 132; = 1*52 + 3*51 + 2*50 = 25 + 15 + 2
d) 134,

e) 210,

f) Ved ikke




Addition

+/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
oo 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ry1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
212 3 4 5 6 7 &8 9 10 11
313 4 5 6 7 &8 9 10 11 12
414 5 6 7 &8 9 10 11 12 13
515 6 7 &8 9 10 11 12 13 14
6|6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
717 8 9 10 11 12 13 14 15 16
|18 9 10 11 12 13 14 15 16 17
919 10 11 12 13 14 15 16 17 18



Addition - skolemetoden

843 +572 = (8-10°+4-10'+3-10") +(5-10* +7-10" +2-10")
1 1 (84+5)-10°+(4+7)-10" +(3+2)-10°
= (8+5)-10°+(4+7)-10" +5-10"
S A 3 — (845)-10*>+11-10" +5- 10
= (8+45)-10* +(1-10+1) 10" +5-10°
+ 5 7 9 — (84+5)-10° 4+ (1-10*+1-10") +5-10°
= ((8+5)+1)-10°+1-10" +5-10"
1 41 5 = [(13+ D] 10> +1-10" +5- 10°

14-10° 4+ 1-10" +5- 10"
= (1-10+4)-10* +1-10" +5-10"

| = 1-10°+4-10°+1-10" +5- 10"
Skal (rekursivt) addere 1415

flercifrede tal



Binaer addition

— Ol O

1 111
] 1 110>
10 + 10115

11001-

Skolemetoden



Addition af flere tal

1 1 1
277
1 11 10 + 955
99 1 1
3 3 2
5 - - + 99 1232
+ 955 T 770
776 N 0 2008
+ 491 R 491
+1524 i 9 11
L 336 N 2499
TS + 99 +1524
+ gg 4023
+
: + 336
Generaliseret + 9 9 1359
+ 99 ..
skolemetode — Gentagen addition

...menterne kan have flere cifre af to tal



Subtraktion — skolemetoden

1 0010 15

b 347
— 1 363

1 10109
001011,

3 4 814

4-6=-2=-10+8



Multiplikation

O© 00 ~J O Ol = Wb~ Of -

OO OO O OO o O OO

O© 00 J O Ui W — Ol

00 O N Ol

0 DN O

14
21
28
39
42
49
316
63



Multiplikation

365 -427

2 1 4 1281

6 - 427 256 2
2006 2 2135
Multiplikation med 1 558955

enkelt ciffer |
365 - 427 (3-10% +6-10" +5-10) - 427
3.427-10° +6-427-10" +5- 427 - 10"
1281 - 102 + 2562 - 10" 4+ 2135 - 10°
128100 4 25620 + 2135

155855



Binaer multiplikation

1
0
1

— O
o O O



Binaer multiplikation

-=»0 0 0 0 0o

1010 1y
1010 I,
1010 1,
11110001 15




Binaer multiplikation af blokke med 1

J 7 i+ 0
A~ " — A~
11111000002 = 100000000005 — 100000,

—
10111,-1010 15
1010 15

<’+ 1010 1,
| — 1010 1,
11110001 1,



Division

i
N L X R N Algorithm INTEGERDIVISION(z, )
P .
111110100,/101015=101T1 1 Input Integers z =2 0 and y = 1 |
TT 11107100 e OutputOIntegerz:Lx/yj,1.e.0§x—3'y<y
I p=
1 O 1 0 1 ____________________ I |
P Co 2 while y-2PT! < g
1010010 0 o , :y+1‘
00000 ---mmmmmmmmmmeommo- . P
1010010 0 o oy
| | | T
i 010 1----mmmmmmmmm oo . 6 # Invariant: x=1-y+7r andr <y - 2p+1
010000 - 7 while y <7
10101 -----------"commm— - L =
| 8 if y-2P <r
100110 ! 9 1t =1+ 2P # set position p i1 = 1
1010 - e e - 10 fr:r—y‘Qp
1000 1 r 11 p=p—1

12 return 1



Konvertering til base b

Algorithm BASEREPRESENTATION(z, D)
Input Integers > 0 and base b > 2

Output Digits dy, dy, ... of the b-ary representation of x

1 p=20

| . X=42 b=2

2 while x>0 doreseromsont

] . y d

3 1 = |_:1? / bJ — 0 42 21 42 0 0

A dz'J — p— .} 1 21 10 20 1 10

- -'1‘-— ; 2 10 5 10 O 010

N Lo b 3 5 2 4 1 1010

6 p=p-+1 4 2 1 2 0 01010
) 1 0 0 1 101010
6 0



Ikke pensum

Redundante talsystemer

n—1 i
S:i—() di -0

= Normalt antages 0 <d,<b = entydig repreesentation

= Redundante talsystemer tillader f.eks. ogsa cifre ..., -2, -1, b, b+1, ...

42, = 101010, = 21002, = 22-1-10, = ikke entydig
2*2"'+1*23-||-|2*20 2*244+2*%23+-1*22+-1*21

= Fordel undgar kaskader af menter under addition
= Anvendes | hardware og mange algoritmer og data strukturer

Se f.eks. Amr Elmasry, Jyrki Katajainen, Regular numeral systems for data structures, Acta Informatica 59 (2022), Doi 10.1007/s00236-021-00407-9



https://doi.org/10.1007/s00236-021-00407-9

Algoritmer og Datastrukturer

Binaer og lineaer sggning, logaritmer,
laengste voksende delsekvens, Erdos Szekeres saetning



Visuel
Invariant

Formel
Invariant

Sggning 1 usorteret liste

2411113 7[32]47] 5] 2 [89]12

(

+ T

%)

1<i:<n+4+1ANaj#xforall<j<e

hgjst n sammenligninger

Find x



Sggning 1 usorteret liste

1 (

Visuel

. - a. ‘?
invariant A4 # T t :

Algorithm LINEARSEARCH(A, x)

Input  Array A[l..n| and search key x
Output Index ¢ where Ali| =x; —1ifx ¢ A

1 1=1

2 while : < |A| do

3 if Ali] =« then
4 return ¢

5 =1+ 1

6 return —1



Sggning | sorteret liste

3|79 111]13]27(33)37]42]89 ISR

| 1 low mid high n
i VISU6| < (U mid > T
invariant
< low < high < n
cormel (1 < low < high <n+1) A

invariant (GJ < X fOl‘ all 1 S J < ZO@U) /\
(x < a; for all high < j <n)



Algorithm BINARYSEARCH(A, x)
Input  Sorted array A[l..n] and search key x
Output Index ¢ where Ali] =x; —1ifx ¢ A

1 low =1
2 high =n+1
3 while low < high do Opgave
4 mid = |(low 4 high) /2| Gee——Hyvad sker der n&r man
5 if © = A|lmid] then runder op her?
6 return mid
7 else if x < A[mid] then
Opgave | 8 high = mid
Modificer algoritmen 9 else if + > Almidl then
til low peger her 10 low — mz’d i 1
11 return —1

low mad high n
A < X CLmad > T




Binaer sggning — antal sammenligninger

A

1

low

maid

high

n

<X

(L mid

>

Antal kandidater efter én sammenligning <: n — |n/2]

n— [n/2] = |In/2] /2] = [[In/2] /2] /2] = - =0

Efter k sammenligninger < n/2% kandidater
garanteret feerdig ndr n/2k<1  n<2k & log,n<k < 1+|log, nl<k

hgjst 1 + [log, n] sammenligninger



The Art of
: : - Computer
* |fglge Knuth fgrste diskussion i litteraturen Programming
— John Mauchly i [Theory and technigeus for the design of electronic digital | o T
computers, ed. G. W. Patterson, 3 (1946), 22.8-22.9] for n = 2k— 1. Second Bdidon
— H. Bottenbruch [Structure and Use of ALGOL 60, Journal of the ACM, DONALD E. KNG
9 (1962), 214], for alle n

Programming Pearls

Jon Bentley

= Bentley’s erfaring fra Bell Labs og IBM i starten af 80’erne,
hvor han bad folk implementere binaer sggning:

...given ample time, only about ten percent of professional programmers
were able to get this small program right...

Donald E. Knuth, The Art of Computer Programming: Volume 3, Sorting and Searching, Kapitel 6.2.1, 1973
Jon Bentley, Programming Pearls, Kapitel 4.1, 1986




EXAMPLES OF ALGOL PROCEDURES

43,  Program for Binary Search

The following procedure assumes that the elements of an array « ate arranged
in descending order, that is, all] = a[2] = a[3] = - - . Given a number b and g
subscript 7 such that a[l] = & > af] the program determines in | + logyj com-
parisons & subscript p for which alp| = b > alp + 1.

procedure binary search (a, b, j, p);
value j, b; integer j, p; realb; real array a;

begin integer pl;

p =1
test forend: if j — p = 1 then go to M;
pl:= () + p) + 2;
if alpl] = b thenp := pl else j := pl;
go to test for end;
M:


https://doi.org/10.1145/321119.321120

Binaere sggning | standard biblioteker

» Java java.util.Collections.binarySearch
" C++ std::lower bound
* Pythonbisect.bisect left

finder farste Afi] = x



https://docs.oracle.com/en/java/javase/18/docs/api/java.base/java/util/Collections.html
https://en.cppreference.com/w/cpp/algorithm/lower_bound
https://docs.python.org/3/library/bisect.html

Sggning | sorteret liste — nedre graense

3|7 [9]11]13]27/3337]42/89

For enhver algoritme kan man svare saledes at antallet af kandidater
mindst er

n— [n/2] = [[n/2] /2] = [[[n/2] /2] /2] = -+ =0

n = 2llog.nl = efter k sammenligninger = 2lleg2nl-k kandidater
= efter [ log, n] sammenligninger mindst 1 kandidat tilbage

mindst 1 + [log, n] sammenligninger



Problem 1.9

o 3 | 7|0 111]13]15/33]37]42[89
| 4 |68 18123]27/51

Givet X og Y sorteret, find det r-te mindste 1 X U 'Y

(det 9. mindste element er 15)



Definition

Logaritmer

y=1log,x & b ==z

- naturlige logaritme

log,
3
1 L0 e
2+ ‘};ﬂ S i .].0\ %‘ ‘bilrr - ]‘Il X
B ro ==
=== (;:1?0,_ In ;;1:0)
1 | - lOglU £
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
' d o1
-1 %ln._z ==




Logaritmer —regneregler

logy,(z - y)
log,(z/y)
log;, (")

log, x

logb(bp)
d

—Inzx

dx
Iny

logy, « + logy, y
log;, © — logy y

p
1
T
1
/—diE
| T

H,—Inn — ~ for n— o0

Harmoniske tal  H,, = Z?—l%

Euler-Mascheroni constant v = 0.577215664901 . ..



Et algoritmisk eksempel
(der anvender bineer sggning)



Patience Diff
&
Laengste Voksende Delsekvenser



#include <stdio.h> #include <stdio.h>

// Frobs foo heartily mat fib (int n)

0 frobnitz (int foo o
int i;
for(i = 0; 1 < fib (n-2) ;
{
printf ("Yo
printf ("%d
}
}
int fact (int n)
{
if(n > 1) +)
{
return fac o) ;
}
return 1;
}
*argv)

int main(int argc,
{
frobnitz (fact (




L ]
lefcheclmr Home Images PDF Contact CLI

fa)
Create a free account

Recent Diffs

Unsaved diff 1. #include <stdio.h>
2.

Clear diffs

Recent diffs are deleted
on refresh

Saved Diffs
No diffs yet

3. // Frobs foo heartily
4. int frobnitz(int foo)
5.4

6. int i;
8.

10. printf("%d\n",
11. }
12. }

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

24. {

796 )

7. -For(i =0; i< 10;

i++)

9-_ _

foo);

23. int main(int argc, char **argv)

11 removals 10 additions

1. #include <stdio.h>

2.
3.

W N p

10.

11.
12. // Frobs foo heartily

13. int frobnitz(int foo)

14. {
15. int i;
16. -For(i =0; i< 10; i++)

printf("%d\n", foo);

19. }
20. }
21.

22. int main(int argc, char **argv)
23. {

24| frobnitz(fib(10));

25 1



Email this comparison

Text Compare!

J| 1 [#include <stdio.h>

4
2
3 |// Frobs foo heartily
4 |int frobnitz (int foo)
5 |({
6 int i;
7 for(i = 0; i < 10; i++)
8 1
',- printf ("Your answer is: ");
10 printf ("sd\n", foo);
11 }
12|}
13
‘ int fact (int n)
{
if(n > 1)
1
return fact(n-1) * n;
}
return 1;
}
23|int main (int argc, char **argv)
{
. frobnitz (fact (10)) ;
26|}
27

J 1 |#include <stdio.h>
\J
int fib{int n)
{
if(n > 2)
{
return fib(n-1) + fib(n-2);
}
return 1;
}
11
12|// Frobs foo heartily
13|/int frobnitz (int foo)
14|{
15 int i;
16 for(i = 0; 1 < 10; i++)
17 {
] |
18 printf ("%d\n", foo);
19 1
20/}
21
4
22|int main(int argc, char **argv)
Gl
f frobnitz (fib (10) ) ;
25|}
26

Edit texts ... Switch texts

Comparel!

Clear all




. File Left Right View Options Mergely Social

> £ 382 A vV « » 2z

1 #include <stdio.h> 1 #include <stdio.h>
02 2
3 // Frobs foo heartily [ k] int fib({int n)
4 int frobnitz(int foo) 4
51 5 if(n > 2)
6 int i; 6 {
7 for(i = 0; 1 < 10; i++4) 7 return fib(n-1) + fib(n-2);
8 { 8 }
|j 9 e S return 1;
10 printf ("%d\n", foo): 10 ]
1 } 11
12} " 12 // Frobs foo heartily
13 13 int frobnitz(int foo)
014 int faetfintn) 14 {
15 + 15 int i;
16 e — 16 for(i = 0; 1 < 10: i+4)
17 — ¢ 017 I
18 T e L | 18 printf ("%d\n", foo);
19 —3 19 }
20 e 201}
21 ¥ 021
22 7 22 int main(int argc, char **argv)
23 int main(int argc, char **argv) ) 23 1
24 { 024 frobnitz (£ib(10)) :
025 £robaitz{fact {10}, 25}
26 } 26|

27



Patient Diff
(Bram Cohen, opfinder af BitTorrent)

* Forsgger at lave laesbar og meningsfuldt output
— frem for mindst mulig

= Anvendes | Bazaar versionskontrolsystemet
(bazaar-vcs.org)

Mindst mulig lasning findes senere |
kurset vha. Dynamisk Programmering



00

11

12
14
15

17

21

25 }

fact (int n)

if(n > 1)
{

eturn fact (n-1)

return 1;

argc, char *

frobnitz (fact (10)) ;

*n;

1)

2)

3)

(00 Jtinclude <stdio.h>
01

02 int fib (int n)

03 {

04 if(n > 2)

05 {

06 return fib(n-1) + fib(n-2);:

07 }
(08) return 1;

09 }

10
// Frobs foo heartily
(12 )int frobnitz (int foo)
13 {

(147

>

(15
(17

18

int i;
for(i =0; i < 10; i++)
{

printf ("%d\n", foo);

}

APatience Diff

Find linjer der forekommer praecis én gang i

begge tekster

Find leengste voksende (feelles) delsekvens pa

disse
Gentag (rekursivt) pa blokkende




Laengste voksende delsekvens
(Problem 1.2)

-39-89-73-80(963

(79 e-98(09)57-=3-00-

Opgave

Slet sa fa tal som muligt fra en liste af tal,
sa de resterende tal star i voksende orden



Laengste voksende delsekvens
(Problem 1.2)

3083 7380596341 7868 82533122746 3699574360

1 2 23232445[3215136 4435

~— =N \T/\/k

. . laengste
Leengde Mln;IlSet’ﬁesrll?Ste voksende
delsekvens der

1 30 slutter pa 53
2 41
3 63 53 =|binaer sggning
4 68
5 2 < n-(1+ Llog, kJ) sammenligninger




Seetning (Erdos og Szekeres, 1935)

Enhver sekvens af n tal har en voksende eller aftagende delsekvens af
leengde mindst |v/n].

3141764210813 1128 (voksende)

2431216714268 2021 (aftagende)



Seetning (Erdos og Szekeres, 1935)

3083 7380596341 786882533122 7463699574360

1 2 2 3 2 3 2 445 3 215136 4 45
D U =
Laengde Mindste sidste element
30226

83735941 31

80 63 53 36

78 68 57 43

82 74 60
99

ORI WIN|F

Enten mange (= +/n) reekker (lang voksende delsekvens) eller
mindst én lang (= /n) reekke (lang aftagende delsekvens)



Algoritmer og Datastrukturer

Induktion og invarianter



Bevis ved induktion

* Vi gnsker at bevise en uendelig raekke udsagn
u,u, U, u,Uu,..U,6U

n+1’ s
__ n(n+1)(2n+1)

6

* F.eks. kan U, vaere udsagnet: Y-, i =

Udsagnene kan bevises v.h.a. induktionsprincipet, ved at
bevise fglgende to udsagn:

1. Basis:
Vis at U, geelder

2. Induktionsskridt:
Antag for et n 2 1 at U, geelder (induktionshypotese)

ogvissaatU,,, gelder,dvs.visat U, = U, ,,




n(n+1)

Eksempel: Bevis )i 1 i =

[CLRS A.1] (A.1) 2
e Basisn=1: Y _,i=1= 1(12+1)
e |nduktionsskridt:
Induktionshypotese: )i’ i = n(n2+1)
Skal vise at: Y-t = ("+1)((:+1)+1)
| '- +1
Devis: n+1l_(n+1)+2?1i—hn+1+n(n2 :

2n+D+nn+1) @Z+n)(n+1)
- 2 - 2
_(+D((n+1)+1)

B 2




Eksempel: Bevis Y-, 2! = 2"l — 1

[CLRS A.1] (A.6)

e Basisn=0: Y7 ,2t=20=1=20+1—-1

e Induktionsskridt:
Induktionshypotese: " 2t = 2"t —1
Skal vise at: Y2t = 2(n+)+1
Bevis:
.h.

Z?:Ol Zi — 2n+1 + Z?:O Zi all 2n+1 4 2n+1 -1

—p.pntl_q =2nt2_1 =20 1 4



xn+1_1

Eksempel: Bevis Y1 g x' =

x—1
[CLRS A.1] (A.6)
e Basisn=0: Y,  x'=x"=1 | x 1
=0 -  x—1
e Induktionsskridt:
. . n 1 . xn+1—1
Induktionshypotese: )./, x' = —
(n+1)+1_
- I T I A 1
Skal vise at: Y/t xt —
Bevis:
. n+1
n+1 n+1 n i hntr X
Soxt= xR oxt =TT+
XM+2_q y+HD+1_q

(x—l)x""'l +xn+1_1

x—1 x—1

x—1



2 n(n+ 1)(2n+1)
6

Eksempel: Bevis )i ¢ i

[CLRS A.1] (A.4)

*Basisn=1: Y ,i’?=1= 1(1“)6(2'“1)

* Induktionsskridt:
D n(n+1)(2n+1)

Induktionshypotese: )." i

Skal vise at: Y- i% = (n+1)((n+1)-|-61)(2(n+1)+1)

Bevis Y li2=(m+1)2+3Y",i?
.h. (n+1)2 4 n(n+ 1)(2n + 1) 6(n +1)? + n(n +1)(2n+1)

_ (n+1)(2n* + 7n +66) _ (n+1D(n+2)2n+ 3)

6 6
4+ D+ D +1)20Nn+ 1)+ 1)
B 6




Planar Grafer - Eulers formel

V| =5 knuder
|IE| =7 kanter
# flader = 4

For en sammenhangende planar graf geelder:
Eulers formel: | |V| - |E| + # flader =2

Korollar: |E| <3|V|-6 (for [V| = 3,

ingen selvigkker,
ingen parallelle kanter)



"wd DEN DANSKE ORDBOG

MODERNE DANSK SPROG
LE 3 :

invariant adjektiv
BAJNING -, -e
upTaLE [‘envai,an’d] o @

OPRINDELSE fg@rste led latin in- i betydningen 'ikke-, u-'

Betydninger

uforanderlig; konstant — bl.a. inden for matematik

GRAMMATIK almindelig som substantiv faelleskgn



1 « O

X « 100

while i1 < 10 do
X « X + 7

1 « 1 + 1



Hvilken vaerdi har x nar programmet stopper ?

1 « O

X « 100

while i1 < 10 do
X « X + 7

1 « 1 + 1

a)100 b)107 c¢)110 d)111 e)170 f) 177



Lokke-invariant = udsagn

Eksempler pa I

e 120
e x2100
e 1<Xx { I }

x=100+7*1 A 1<11
A x og i er heltal

En invariant I skal opfylde
1) Nar lgkken nas fgrste gang,
sa er I opfyldt
2) Huvis I er opfyldt for Igkken
udfegres, sa er I opfyldt efter
en udfgrsel af lgkken

1 « 0

x" og i’ er de nye veaerdier

£ = 100 i=0 A x=100 > x;100+7*i Aig1l

while i < 10 do

X X + 7
- AN X'=x+7 N i'=i+1

x=100+7* \A i< 11 A i<10
}9 x'=(100+7%i)+7 =100+7*’ A i’'<11

1 « 1 + 1

A

—(i<10) A (x=100+7*i A i<11)>i=11 A x=177

Udnyt I og at
lpkke-betingelsen
er forkert nar vi er
feerdig til at drage
en konklusion

I gelder
automatisk nar
vi kommer ud
af lpkken



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n

”for sma” 7 "for store”

low mid high

<< 1nitialize >>
{ I } while << loop condition >> do
mid « << f(low,high) >>
<< update >>



Binaer spgning (i sorteret array)

1 n << initialize >>

"for sma” @ ?  ”for store” { I } while << loop condition >> do

mid « << f(low,high) >>

low Ihigh
mid

<< update >>

I,: (Afli]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
I,: (Afi]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)
[I3: (Ali] <xforl<i< ow)’\(st:i:forwig1<iSn)]

I,: (Ali]<xforl<i<low)” (x<Ali] for high<i<n)




<< initialize >>

a) OW(—O, 1ig1<—n+1

g b) low — 1; high —n

c) low — 0; high —n

d) low — 1; high — n+1
e) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




<< loop condition >>

a) low = high
b) low # high
c) low < high

d) low < high

e) low > high
f) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




<< update >>

if Almid.

if A[mid]
if A[mid]

if Al

mid]

ved ikke

<Xt
<Xt
<Xt

<Xt

Nen
nen

nen

Nen

ow — mid else high — mid

ow — mid+1 else high — mid
ow — mid else high —« mid+1
ow — mid+1 else high — mid-1

. (Ali] < xfor1<i<low)” (x <AJi] for high<i<n)




Binaer spgning (i sorteret array

1 n

"forsma”  ?  ”for store”

low Thigh
mid
low « 1; high < n
{ I } while low = high do
mid < | low+ (high-low) /2]
if A[mid] < x then
low « mid+1
else
high « mid-1

[I: (A[i]<xfor1$i<Iow)’\(st[i]forhigh<iSn)J




Hvor star svaret ?

ow -1

@ b o

ow +1
d) high-1
e) high

GD f) high+1

g) ved ikke

I: (Ali]<xforl<i<low)”(x<A[i]forhigh<i<n)




Algoritme POWER(z, p)
Inputbetingelse : Heltal z > 0 og p > 0
Outputkrav s r =P
Metode cr < 1;
{I} while p>1 do
if p lige then
T4 T*xT; P4 p/2
else
r«—rxx;p<—p—1
Po = veerdien af p i starten

\ Ja Nej

P < po
P = X
R )
e Bt = g X

e =r.2p X

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2017, opgave 21




Algoritme LOG2(n)
Inputbetingelse : Heltal n > 2

Outputkrav ~ : r = intlog(n) = |log, n |
Metode D — 1

r < 1;

p < 2

{I} while 2p <n do
if pxp <n then

Ja Nej D $— P *D:
1<r<p X ré— 2%
else
Zpsn D 2% p;
p=2" X r<nr+1
p=72r X
p= Zintlog(p)

Eksamensopgave, Algoritmer og Datastrukturer 1, marts 2015, opgave 21



Invarianter

= Vaerktgj til analyse af tilstandene i en lgkke i en algoritme

= Designveerktgj ”Invariant =2 kode”

= Kan indfange essentielle egenskaber ved en datastrukturs
tilstand



Algoritmer og Datastrukturer

Analyseveerktgjer, RAM model,
Insertion-Sort, O-notation
ICLRS, 1-3.2]



Hvad er udfgrselstiden
for en algoritme?



Fra lde til Programudfarelse

Del og

Kombiner
?

ldé

for each x in m up to middle
add x to left

for each x in m after middle
add x to right

Pseudokode

(Java-)kode

if (t1[tlindex] <= t2[t2index] )
a[index] = t1[tlindex++];
else
afindex] = t2[t2index++];

Mikrokode

Virtuel hukkomelse/
TLB

L1, L2,... cache
Branch Prediction

Pipelining

I
Y

" FLOATING POINT EXECUTION
UNITS b

Program-
udfgrsel

64 KBYTE
INSTRUCTION
CACHE
BRANCH _ 7=
REDIGTION

Maskinkode

Compiler

Assembler




Hvad er udfgrselstiden
for en algoritme?

a) Tiden (min/sec) for at ka@re program

b) # instruktioner der udfgres

c) # hukommelsesceller der laeses/skrives
d) # procedure kald

e) Andet



Maskiner har forskellig hastighed...

Maskine | Tid (sek)

camell9 8.9 Tid for at sortere linierne |

molotov 102 en 65 MB web log pa
' forskellige maskiner pa
Institut for Datalog

harald 26.2

gorm 7.8

Idé:
Argumenter om algoritmer uafheengig af maskine



Design af Algoritmer

Korrekt algoritme
= algoritmen standser pa alle input
= output er det rigtige pa alle input

Effektivitet

=  Optimer algoritmerne mod at bruge minimal tid,
plads, additioner,... eller maximal parallellisme...

= ~p?erbedre end ~ n’ :asymptotisk tid
= Mindre vigtig : konstanterne
= Resouceforbrug: Worst-case eller gennemsnitlig?



RAM Modellen

(Random Access Machine)

CPU

OwW—DM330XC T

Beregninger sker 1 CPU
Data gemmes | hukommelsen
Basale operationer tager 1 tidsenhed:

, -, *, AND, OR, XOR, get(i), set(i,v), ...

Et maskinord indeholder c-log n bits



Eksempel: Insertion-Sort

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 21to A.length

2 key = 4A[j] -
3 // Insert A[j] into the sorted sequence A[l Jj—1].
4 I = j—1 |

5 while i > 0 and A[i] > key

6 A[z + 1] = A[i]

7 [ =1—1

8 Ali + 1] = key



Hvor mange gange
udfgres linie 6 ?

INSERTION-SORT (4)

a) ~ N I for j = 2to A.length

_ 2 key=Alj]
b) n |Og n // Insert A[;] into the sorted sequence All..j-1]

@ o -n =1
while i > 0 and Afi] > key
d) ~ n3 Ali +1] = Al
: 1 =1-1
e) Ved ikke Ali +1] = key

Uelig n |nijn2f - J4]3]2]1



1+2+--+n
= +n/2
=n(n + 1)/2

1 2 3 4



insertion:

|
I pushl %ebp
| movl %esp, %ebp
u pushl $edi
I pushl $esi
— | pushl $ebx
| subl $12, %esp
cmpl $1, 12 (%ebp)
| jle .13
I movl 8 ($ebp), %edx
xorl $ebx, %ebx
I movl 8 (%ebp), %eax
| movl $1, -16(%ebp)
| movl 4 (%edx), %edx
addl $4, S%Seax
| movl $eax, —-20 (%ebp)
I movl Sedx, -24 (%ebp)
| .p2align 4,,7
.L6:
| movl 8 (%ebp), %ecx
. . . . | leal 0(,%ebx,4), %esi
insertion(int a[], int N) movl (fecx sebx, 4), Seax
| cmpl -24 (%ebp), %eax
. . . jle .L8
{ int 1, 3, key; ' movl Secx, %edi
| leal -4 (%esi), %ecx
| leal (%ecx, %edi), %edx
Jjmp .L9
| .p2align 4,,7
.= ° - . - | .L16:
for (j 1 14 J < N' j++) | movl (%edx), %eax
]c - . movl %ecx, %esi
ey = [31; ! subl $4, %edx
{ y a j ’ | subl $4, %ecx
. - - cmpl -24 (%ebp), %eax
i=3j-1; | 1 L8
V4 Jle .
| .L9:
. - — ' movl -20 (%ebp), %edi
while( 1>=0 && a[i] > key ) I Subl 51, sebw |
. . | movl %eax, (%edi, %esi)
{ a[i+1l] = a[i]; L ins L16
. I movl -16(%ebp), %edi
1—- ; I movl 8 (%ebp), S%edx
| leal (%edx, $edi, 4), %eax
.L5:
} | movl -24 (%ebp), %ecx
I movl -20 (%ebp), %edx
. — . addl $1, -16(%ebp)
a [1+1] key’ | movl -16(%ebp), %edi
| movl %ecx, ( sedx, sebx, 4)
} cmpl Sedi, 12 (%ebp)
| jle .L3
| movl 4 (%eax), %edx
} | movl $edi, %$ebx
addl S4, %Seax
| subl $1, %ebx
| movl $edx, -24(%ebp)
jns .L6
I jmp .L5
| .L3:
| addl $12, %esp
popl Sebx
| popl Sesi
I popl Sedi
| popl Sebp

ret



Eksempel: Insertion-Sort

= Eksempel pa pseudo-kode
* Detaljeret analyse — stort arbejde

= Tid: worst-case (~ n?) og best-case (~ n)
meget forskellige

= Tid: gennemsnitlige (~ n?)
= Hurtigere pa ~ sorterede input:; adaptive



Asymptotisk notation

* Grundleeggende antagelse:
— ~ n? er bedre end ~ »?
— Konstanter ikke vigtige

= Matematisk formel made at arbejde med

= Eksempler:
87 -n* 7<” 12-n’
1089 -n  7<” 033 n?
7-n*+25-n 7<” p?

” N
~



Se+0E

Be+06

Te+0G

Be+06

De+0G

4e+0R

Ze+0G

2e+06

1e+06

1089-:x vs 0.33-x?

1085%:x
0,33%:"2

0 1000

2000

2000

4000

5000



- hotation

... 0g vennerne

Q (store omega)
® (theta)

w (lille omega)
o (lille o)



O-notation

Definition: f(n) = O(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R 0gQ

findes ¢ >0 og N, sa for alle n> N, :

fn) < cg(n)
t : c-g(n)
)Qc/ 7
i

Intuitivt: f{n) er "'mindre end er lig med” g(n), eller g(n) "dominerer” f(n)



10-n = O(n?) ?

a) Nej

b) Ja—c=10g N,=1
c) Ja—c=10 og N,=1
d) Ja—c=1o0g N,=10
e) Bade c) og d)

f) Ved ikke



O-notation

O(g(n)) er maengden af funktioner der
asymptotisk er begreenset af g(n)

f(n) = O(g(n)) f(n) € O(g(n))
O(f(n)) = O(g(n)) O(f(n)) = O(g(n))
Eksempler:
e nN2= O(n3)
. -@-én%—;ﬂ;
« O(n?) =0(nd
. O3 =02



Eksempel: Insertion-Sort

INSERTION-SORT(A)
1 for j = 21to A.length

2 key = 4A[j] -
3 // Insert A[j] into the sorted sequence A[l Jj—1].
4 I = j—1 |

5 while i > 0 and A[i] > key

6 A[z + 1] = A[i]

7 [ =1—1

8 Ali + 1] = key

Tid O(n?)



Eksempler : O - regneregler

fin)=0(g(m) > c:fln)=0(g(n))
fi(n) =0(gy(n)) og fr(n)=0(gyn) >
J1(n) + f5(n) = O('max(g,(n), g»(n)) )
Si(n) - fo(n) = O(gy(n) - g5(n) )

Ck'l’lk‘|‘ Ck_l.nk—l_|_ Coee 4 02'1’22‘|‘ Ci'h + CO — O(nk)

for positive monotone funktioner



f1(x) = O(9,(x)) 0g f,(x) = O(g,(x))
geelder sa

f,(X) - £,(X) = O(9.(X) - 9,(X)) ?

a) Ja

@ b) Nej

c) Ved ikke



Eksempler : O

= 3-n2+ 7-n=0(n?)

= 2= 0(nd)

= log, n=0(n">)

* (log, n)* = O(n"")

= n2- log, n + 7-n25 = O(n5)
u nS . 2n — 0(371)



1,2e+08

Visuel test af n° - 27 =0(3") ?

Plot af de to funktioner
— ikke seerlig informativ

DG () ——
e
2 4 3 a 10
(mgpe(2eee) ——
k.
20 40 E0 80 100

16410
. D 1800 TN
T
1e+08 1600
1400 |
1e+0B
1200 F
10000
1000 |
160
800 |
1
500 |
0,01
400 |
0.0001 a0 b
1e-0 o
o 2 4 6 8 1 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10
1e+250 Le+20
© (g m(2eeg) —— © (G ym(2weg) 3y ——
ES
1
Le+200
120
1e+150
1e-40
1e+100
1e-60
16450
Le-80
1 / 1e-100
100 200 00 400 100 200 T 400 500 800 700 800 00

Plot af de to funktioner
med logaritmisk y-akse
— farste plot misvisende

Plot af braken mellem
de to funktioner
— farste plot misvisende

1000

Plots lavet med Gnuplot



Bevis for n> - 27 = O(3")

Vis n°>-2"<c¢-3" for n>N, for passende valg af c og N,

Bevis:
(5/1og, (3/2))*<n for n>73
Y 5/log, (3/2)<Vn=nNn<nllog,n  dan>log, nforn>17
b5 log, n<n - log, (3/2) | v P
' log, (n°) <log, (3/2)" o
L S< 32y =30/ 0
s oon< gn
Dvs. det gnskede geelder for c=1 og N,=73. 0

Seetning poly(n)-a"=0(h"*) foralle 1<a<b



Q) —notation (Omega)

Definition: f(n) = Q(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R 0gQ
findes ¢ >0 o0g N, sa for alle n> N, :

fn) = c-g(n)

A

| f(n)

|

; c-g(n)
|

|

l >
Ny

Intuitivt: f(n) er "starre end er lig med” g(n), eller g(n) er "domineret af’ f(n)



O-notation (Theta)

Definition: f(n) = 0(g(n))
hvis f(n)=0(g(n)) 0g f(n)= Q(g(n)

A

i c1°g(n)
; fn)
I c,'g(n)

>
NO

Intuitivt: f(n) og g(n) er "asymptotisk ens”



o-notation (lille o)

Definition: f(n) = o(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ >0, findes N, sa for alle n > N, :

fn) = cgn)

Intuitivt: f(n) er "skarpt mindre end” g(n)



w-notation (lille omega)

Definition: f(n) = w(g(n))
hvis f(n) og g(n) er funktioner N — R og

for alle ¢ >0, findes N, sa for alle n > N, :

fn) = cgn)

Intuitivt: f(n) er "skarpt starre end” g(n)



ikipedia.org/wiki/Big_O_notation#Multiple variables

O-notation | flere variable

Vi vil gerne kunne skrive
3n-m+7n-m=0(n?- m)
Litteraturen er dog ikke praecis / konsistent...
f(n, m) = O(g(n, m)) ?

t fm/{//{///{/(/{///{/)/ eller Tifm///c///////%
| ? N .

n=Nyo Am=N, = f(n,m)<c-:-gnm) n=N,Vm=N, = f(n,m)<c-:-gnm)



Algoritme Analyse

= RAM model
= O-notation

.. behgver Ikke at beskrive og analysere
algoritmer 1 detaljer !



Algoritmer og Datastrukturer

Merge-Sort [CLRS, kapitel 2.3]
Heaps [CLRS, kapitel 6]



Merge-Sort

(Eksempel pa Del-og-kombiner)

MERGE-SORT(A, p,r)

1 ifp<r

2 q = |(p+r)/2]

3 MERGE-SORT(A4, p, q)

4 'MERGE-SORT(4,q + 1, r)
5 MERGE(A, p, q,7)

P q g+l r N

| starten kaldes MERGE-SORT(A,1,n)

von Neumann, 1945



MERGE(A, p,q,r)

n=q—p+1
Nyp =71 —(
let L[1..n; + 1]
fori = 1ton,

e .
SOOI P W

U T
o =

13
14
15
16
17

L

for j = 1ton,

R

R[ny, + 1] = o0

I =1
j=1

fork = ptor

if L[i]
Al
P
else A[k]

< RUj]
= L[i

= R[7/

il =Alp+i—-1]

Jjl = A4lg +Jj]

J]

j=J+1

-d. R[1..n, + 1] be new array'sl

—

1 p k g

)

—_——

2

00)

n, n
1]

n,

flet




Hvor mange gange kan et
element y blive sammenlignet ?

(worst-case)

a) O(log n) MERGE-SORT(A4, p, r)
b) O(n) 1 ifp<r
2 q = [(p+r)/2]
c) O(n log n) 3 MERGE-SORT(4, p, q)
5 4 -MERGE-SORT(A4,q + 1,r)
d) O(n<) 5 MERGE(A, p,q,r)
e) Ved ikke

A EEE R T



Merge-Sort : Analyse

Rekursionstraeet

/ \>
] -
Ve \ Ve N\ y'd N\ & \
| I I L] Lo ] C o] I (I 1
V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N
| I I LI 1L || | | | 11 I 1 | I 1] I 1 I

Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

Arbejde
O(n - # lag) = O(n - log, n)



MERGE-SORT(A, p,r)

1 ifp<r
2 q = [(p+71)/2]
3 MERGE-SORT(A4, p, q)
4 "MERGE-SORT(A4,q + 1,r)
5 MERGE(A, p,q,r)
# procedure- # element- # sammen-
kald flytninger ligninger
O(log n) O(n) O(n log n)
O(log n) O(n log n) O(n log n)
O(n) O(n) O(n log n)
O(n) O(n log n) O(n log n)

O(n log n) O(n log n) O(n log n)
Ved ikke




Heap-Sort



Binaer (Max-)Heap

1

heap-order Q @

12 <17 2

7
8 9 10 11 12 13

[19]17|16]12] 9 |15l 1| 2 |11] 7| 3 |10]124 |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Williams, 1964



Lovlig Max-Heap ?

a) Ja

b) Nej— 1 element opfylder ikke heap-order
g c) Nej— 2 elementer opfylder ikke heap-order

d) Nej— 3 elementer opfylder ikke heap-order

e) Nej— 4 elementer opfylder ikke heap-order

CY CY

N\ — __~
8 |o]7[2]6f5]af3]1
1 2 K] 4 ) 6 7 8 9




* Dybde : 1+ log, n.

Max-heap : Egenskaber

* Roden : knude 1 L
 Bgrn til knude 1 : 2i og 2i+1 m @

« Faren til knudei: (i/2] @ 2 @ @ | 0

>

4 5 6
( n = antal elementer) @ m ﬂ a @ @
8 9 10 11 12 13



Max-Heapify

MAX-HEAPIFY (A4, 1)

1 | = LEFT(i)

2 r = RIGHT(Y)

3 if/ < A.heap-size and A[l] > A[i]
4 largest = | |

5 else largest = i

6 ifr < A.heap-size and A[r] > A[largest]
7 largest = r

8 iflargest #£i

9 exchange A[i] with A[largest]
0

1 MAX—HEAPIFY (A, largest)

Tid O(log n)



Heap-Sort

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length Floyd, 1964
2 fori = |A.length/2| downto 1

3 MAX-HEAPIFY (A, 1)

HEAPSORT(A)

1 BUILD-MAX-HEAP(A) Williams, 1964
2 fori = A.length downto 2

3 exchange A[1] with A[i]

4 A.heap-size = A.heap-size — 1

5 MAX-HEAPIFY (A4, 1)

m sorteret Tid

7 6 5 1 3 4 8 10 11 O(nlog n)

+— = A.length




Resultatet af Build-Max-Heap ?

Input NES HEN HEN N S O

2) N N N

® b
c) M N M
) B N
e) Ved ikke




Build-Max-Heap

Max-Heapify stierne (eksempel) Ikke-overlappende stier med samme
#kanter (hgjre, venstre, venstre...)

Tid for Build-Max-Heap < # rgde kanter
= 2 tid for Max-Heapify =n - dybde
= # rgde kanter = 0(n) log n

Tid O(n) 2 a=

i=1



Sorterings-algoritmer

Algoritme Worst-Case Tid
Heap-Sort
O(n-log n)
Merge-Sort
Selection-Sort
O(n?)

Insertion-Sort




Max-Heap operationer

HEAP-MAXIMUM (A)
1 return A[1]

HEAP-EXTRACT-MAX(A)

if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = A[l]
A[1] = A[A. heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (4, 1)
return max

NN DB W=

MAX-HEAP-INSERT (A, key)

1 A.heap-size = A.heap-size + 1
2 AlA.heap-size] = —o0
3 HEAP-INCREASE-KEY (A, A.heap-size, key)

HEAP-INCREASE-KEY (A, i, key)

1 ifkey < A[i]

2 error “new key is smaller than current key”
3 Ali] = key

4 whilei > 1 and A[PARENT(i)] < A[i]

5 exchange A[i] with A[PARENT(7)]

6 i = PARENT(i)



Max-Heap operation

Operation Worst-Case Tid

Max-Heap-Insert

Heap-Extract-Max O(log n)

Max-Increase-Key

Heap-Maximum O(1)

n = aktuelle antal elementer | heapen




Prioritetskg

En prioritetskg er en abstrakt datastruktur der gemmer en
meengde af elementer med tilknyttet nggle og understatter
operationerne:

— Insert(S, x)
— Maximum(S)
— Extract-Max(S)

Maximum er med hensyn til de tilknyttede nggler.

En mulig implementation af en prioritetsk@ er en heap.



Algoritmer og Datastrukturer

Programmeringsopgaver



Programmeringsopgaver

Links til opgaver findes pa Brightspace.

14 dage til at lave dem (normalt IKKE ved TQ).

Teeller 20% | endelig karakter.

Kopier ikke direkte fra andre grupper (eksamenssnyd).

Brugernavn og password findes pa Brightspace > Grades.



Domjudge

* Check status for indsendte Igsninger:

https://domjudge.cs.au.dk/public

« Man kan godt indsende Igsninger efter deadline
(og fa dem godkendt af domjudge),
men disse teeller IKKE med | karakter.
Det er status ved afleveringsfristen der teeller.

* Hvis man indsender en forkert lgsning efter man har
indsendt en rigtig far man stadig fuld point.


https://domjudge.cs.au.dk/public

Om scoring

Det er ikke ngdvendigt at fa alle point i alle opgaver for
at fa maksimum karakter.

Ved hver af de 4 runder af programmeringsopgaver star
"Full points X/ Y”.

Hvis der opnas flere end X point i en runde, teeller de
ekstra point I intervallet ] X, Y] kun 1/3 til rundens score.

Endelig karakter baseres pa SUM(runde scores) i forhold
til SUM(full points).



Booom! Look at that!
Who's the Jedi master here?!

We've been stuck on
a bug for Z hours...

The bug is still there,
but now the error message
is different

...and he fixed it?
Well done

Ahn!! It feels
areat to finally
make orogress!

not gquite... A_4

CommitStrip.com

https://www.commitstrip.com/en/2018/05/09/progress/



https://www.commitstrip.com/en/2018/05/09/progress/

Algoritmer og Datastrukturer

Quicksort
[CLRS, kapitel 7]



krone

a

Sandsynligheden for at sl

1/2



Eksperiment
Antal kast fgr man far krone ?

a) 1 Seetning

b) 2 Forventede antal kast

c) 3 for at fa krone = 2

d 4 .

&) 5 Bevis

f) 6 Y %:

g) 7

h) 8 s.s. for i'te kast er krone
s.s. for farst i-1 kast er plat

) 9 eller flere # kast .

cs.au.dk/~gerth/slides/math.pdf


https://www.random.org/coins/?num=1&cur=60-dkk.10kr

Quicksort:
Sorter A[p..r]

QUICKSORT(A, p, r)

1 ifp<r A

2 g = PARTITION(A, p,r) P pivot
3 QUICKSORT(A, p,qg — 1) A <x |x
4 QUICKSORT(A,q + 1,r) P g
PARTITION(A, p, 1)

1 x = Alr]

2 i =p—1 |

3 forj =ptor—1 _

4 if A[j] <x !

5 i =i 41 A <X| >x
6 exchange A[i] with A[]] P

7 exchange A[i + 1] with A[r]

8 returni + 1

Worst-case tid O(n?)

Hoare, 1961



Quicksort pa 23 elementer

1 2 3 4 5 6 7 8 0 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
18 | 10 | 5 4 (20111 (22|15 | 3 17 114|116 | 19 | 8 6 | 21| 7 13| 9 12 | 23 | 2 1
1 10 | 5 4 (20111 (22|15 | 3 17114116 | 19 | 8 6 | 21| 7 13| 9 12 | 23 | 2 18
10 | 5 4 (11|15 3 |17 (14 |16 | 8 6 7 |13 9 |12 2 |18 | 20| 21 | 23| 19| 22
2 5 4 111115 3 |17 |14 |16 | 8 6 7 (13| 9 | 12 | 10 20 [ 21 | 19 | 22 | 23
5 4 3 8 6 7 9 |10 | 15|11 |17 | 13 | 14 | 12 | 16 19 | 21 | 20 23
5 4 3 8 6 7 9 15 (11 (13 | 14 | 12 | 16 | 17 20 | 21
5 4 3 6 7 8 11 | 12 ( 13 | 14 | 15 17 21
5 4 e 6 8 11 13| 14 | 15
& 4 5 13 | 14
4 | 5 13
4




Hvor Mange Kald til Partition ?

QUICKSORT(A, p, 1)
1 ifp<r

9 q = PARTITION(A, p,r)
3 QUICKSORT(A, p,q — 1)
QUICKSORT(A,q + 1,7)

a) O(log n)
@ b) O(n)

c) O(n log n)

d) O(n?)

e) Ved ikke



Quicksort

Rekursionen for 15

1 2 5 6 7 8‘ 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
18 | 10 20 | 11 22(15)3 17 (14|16 |19 8 [ 6 [21]| 7 |13 | 9 [12]23]| 2 | 1
p—
1 | 10 20 |11 |22 15 ) 3 17|14 |16 |19 8 |6 |21 | 7 [138] 9 [12| 23| 2 | 18
g
N\
10 11(15) 3 [17 14|16 8 | 6 | 7 |13]| 9 |12| 2 |18|20]21|23|19] 22
g
A\
2 115 )3 |17 |14a|16| 8|6 | 7|13 9]12]10 20 |21 |19 | 22| 23
g
566709 t0(15)1]17]13]1a]12] 16 19 | 21 | 20 23
—F
P
3|8 |6 |79 (15 )11 |13 | 14|12 16]17 20 | 21
g
36|78 112 1]wl1s) [ 21
g
3 | 6 8 11 13| ( 15)
g
5 13 | 14
5 13




Quicksort : Dybde ved n = 249

80000

/70000 [

60000 [

50000 [

40000 [

# elementer

30000 [

20000 [

10000

Dybde



Randomized Quicksort

RANDOMIZED-QUICKSORT (A4, p, 1)

1 ifp<r .

2 q = RANDOMIZED-PARTITION (A, p,r)
3 RANDOMIZED-QUICKSORT (A4, p,qg — 1)
4 RANDOMIZED-QUICKSORT(A,q + 1,7)

RANDOMIZED-PARTITION (A, p, 1)

L
2 exchange A[r] with A[i]
3 return PARTITION(A, p,r)

Forventet tid O(n-log n)



Forventede antal mgnt-kast
fgr man far krone 3 gange?

a) Ingen af nedenstaende

b) Ved ikke

c) 3 |

d) 4 Seetning

€) S Forventede antal kast
@ s for at f& krone k gange

9) 7 er 2k

h) 8

) 9



Randomized Quicksort : Analyse

| X |
lag 1 | Xi |
e I — I
K LU T — Lag |
lag 3 } hvert array
-I-a-g--ﬁ:““““““““““ """""""""" I%ngde < n(3/4)|

« Et array erilag j hvis laengde n(3/4)i*1.. n(3/4)!
* En opdeling er god hvis hver del <%, elementer
(mindst +1 lag) — sker med sandsynlighed > 0.5

« X; forventes <2 gange I hvert lag
* Forventede dybde af x; <2-log,,; n



Randomized Quicksort : Analyse

Forventede tid for randomized quicksort
= 0(X;-, ,forventede dybde af input x;)
= O(Zi=1., log n)

= 0O(n-log n) m



Sorterings-

algoritmer

Algoritme Worst-Case Tid
Heap-Sort
O(n-log n)
Merge-Sort
Insertion-Sort
Selection-Sort 0(n2)

QuickSort

(Deterministic og randomiseret)

Algoritme

Forventet tid

Randomiseret QuickSort

O(n-log n)




Sortering:

Eksperimentelle resultater



Quicksort med skift til Insertion-sort

0.096

0.094

0.092

0.09

0.088

0.085

0.084

0.082

0.08

++

: T ’
Gulcl-:sc:r‘t time +

20 25 30

Small instance size

Skift til insertion-sort ved sma problemstarrelser

35 40 45 50

n = 300.000 tilfeeldige elementer



I\/Iergesort med skift til Insertion-sort

01 I I I I I I

Merggs_prt time ot

+ ++ F R +++++'
0.115 | SRR

0.11 .

0.105

+1

0.1 .
0.095 | -

0.09 | -
+ + o+

+
bbby o T R
0085 - + -

008 - + * .

0.075 + + 4 -
4t T

0.07 | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 50 100

Small instance size

Skift til insertion-sort ved sma problemstarrelser n = 300.000 elementer



Tiden for Sorterings Algoritmer

7 I I I I I I I I

| |
Insertsort 4 +
+
MergeSo J‘;tt +
Cuickso m|

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000 50000 55000
Input size



Tiden for Sorterings Algoritmer

12 T T I I

|
Hg_r-,ns.u_‘.-rt +

=
_I_-Fﬁ uicksort  #
o +ql=l3:-r‘t specia O

200000 400000 500000 8500000 1e+06 1.2e+06
Input size



Sortering 1 Praksis

Typisk anvendes QuickSort (C, C++, Java)
— Inplace (kreever ingen yderligere arrays)
— Hurtig

...dog med et par twists
— skift til InsertionSort |1 bunden af rekursionen
— skift til MergeSort hvis QuickSort tager for lang tid

— Veelg Pivot'’et som medianen ud af O(1)
(tilfeeldige) elementer



11.5 . . . ! ! . ,

“How Branch Mispredictions Affect Quicksort” T ——
Kanela Kaligosi and Peter Sanders o
14th Annual European Symposium on Algorithms (ESA 2006)

"‘:H'iEI.IH%J

9.5 | ‘ random pivot
) i median of 3
9 e i exact median - -*

- 3 “skewed pivot n/10 -

#instructions /nlg n
f

Veelg k tilfeeldige elementer A e

* H

Pivot = k/10 mindste af disse bt

10 12 14 16 18 20 22 24
ERRNNENEENER 05
L J

lgn
! J

DAB [ R

~n/10 ~9n/10

046 F X T g T

8.4 ) ! T ) ! T T

04 random pivot
median of 3
0.38 exact median ---x
= i skewed pivot n/10 - &

#branch misses /nlgn

h H..-F
o s s R
1 1 1 ]

10 12 14 16 18 20 22 24
Ign

- | | ' random pivot ‘ L
74 L@ A medianof 3 — < ____ . ; ‘ ; ; L

; exact median ---% -- Vo ‘ 5 L
- ™ - skewed pivotn/10 - & A

78 |

time / nIg n [ns]

74 o] ‘ e S T ¢

time /nlg n [ns]

A S T S S SR S i I T S S

6.8 l ] 1 1
Ig n 2 4 6 8 10 12 14 16
1/

3GHz Pentium 4 Prescott, GCC 3.3, PAPI, gns. 100 kgrsler med tilfeeldige permutationer af [1..n]



Algoritmer og Datastrukturer

Randomized-select
|ICLRS, kapitel 9.1-9.2]



Beregning af
Minimum of Maximum

e At finde minimum af n elementer kreever
n-1 sammenligninger

» At finde minimum og maximum af

n elementer kraever 3/2-n-2
sammenligninger

000000
000000

minimum maximum



Randomized Select:

Find det i'te mindste element | A[p..r] (1 <i1<r-p+l)

pivot

RANDOMIZED-SELECT (A, p,r,i)

X IX > X

1 ifp==r | ) r
2 return A[p] | k
q = RANDOMIZED-PARTITION (A, p, 1)
k=q—p+1 -
ifi ==k ~ // the pivot value is the answer
return A|q]
elseif i < k =
return RANDOMIZED-SELECT(A, p,q — 1,i)

else return RANDOMIZED-SELECT(A,q + 1,r,i — k)

O 00 JdJ ON Ut B W



Randomized-Select 15

5 6 1 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 |11 22( 15) 3 |17 |14 16 | 10| 8 | 6 |21] 7 | 18] o
g
20 |11 | 22( 15) 3 |17 14|16 | 10| 8 | 6 |21] 7 | 18] o
g
N\
1115 )3 |17 |1a|16| 8|6 |7 |13 9|12 2|18]20

)

l—\
'—\
pr—
=
o1
e
w

17 | 14 | 16 | 8 6 7 113] 9 |12 ] 10

= (

6 7 9 10(' 15)11 17 1 13 | 14 | 12 | 16

V

(15 )11 |13 ] 14|12 16] 17
N’

11 | 12 | 13 14(' 15'
13 14(' 15 '




Worst-case tid for Randomized-Select ?

RANDOMIZED-SELECT (A, p,r,I)

if p==r
return A[p]
g = RANDOMIZED-PARTITION (4, p, )

k=q—p+1
ifi ==k ~ // the pivot value is the answer
return A[q]
elseif i < k
return RANDOMIZED-SELECT (A, p,q — 1,1)
else return RANDOMIZED-SELECT (A,  + 1,r,i — k)

O 0 1IN BN =

a) O(log n)
b) O(n)
c) O(nlogn)
d) O(n?)
e) Ved ikke




Randomized Select : Analyse

| X |
lag 1 | Xi |
. —
K LU T — Lag |
lag 3 } hvert array
-I-a-g-z““““““““““ """""""""" I%ngde < n(3/4)|

Forventede tid for randomized select

= O(%; forventede tid 1 lag )

= O(%; n-(3/4) - # forventede arrays I lag )
= O(Z;n-(3/4)Y - 2)  3meci=1% foro<c<1

= 0(n) m



Selektion

Algoritme Tid
Randomized-Select O(n) forventet
[CLRS, Kap. 9.2] O(n?) worst-case

Deterministic-Select

n) wWorst-
[CLRS, Kap. 9.3] O(n) worst-case




Algoritmer og Datastrukturer

Nedre greense for sammenligningsbaseret sortering,
Counting-Sort, Radix-Sort, Bucket-Sort
[CLRS, kapitel 8]



Sorterings-algoritmer

(sammenligningsbaserede)

Algoritme Worst-Case Tid
Heap-Sort
O(n-log n)
Merge-Sort
Insertion-Sort O(n?)
QuickSort O(n2)

(Deterministisk og randomiseret)

Algoritme

Forventet tid

Randomiseret QuickSort

O(n-log n)




Hvad er en Sorterings algoritme?

Deterministisk algoritme
- For et givet input gar algoritmen altid det samme
Randomiseret sorterings algoritme

- Algoritmen kan lave tilfeeldige valg, algoritmens
udfarsel afhaenger af bade input og de tilfeeldige valg

Output
- en permutation af input
Sammenligningsbaseret algoritme

- output afhaenger kun af sammenligninger af input elementer



Antal sammenligninger for korrekt
at sortere 2 elementer ?

1 2

a) Ingen sammenligninger

@ b) mindst 1 sammenligning
C) mindst 2 sammenligninger
d) ved ikke



Antal sammenligninger for korrekt
at sortere 3 elementer ?

1 2 3

a) Ingen sammenligninger

b) mindst 1 sammenligning
C) mindst 2 sammenligninger
d) mindst 3 sammenligninger
e) mindst 4 sammenligninger
f) mindst 5 sammenligninger
g) ved ikke




Sammenligninger for Insertion-Sort

1 2 3

X1 Xp X3

INSERTION-SORT (A)
1 for j = 2to A.length

2 key = AlJj]

3 // Tnsert A[] into the sorted sequence A[1..j — 1].
4 =1 |

5 while i > 0 and A[i] > key

6 Ali +1] = Ali]

7 i =i-1

8 Ali + 1] = key



Sortering ved sammmenligninger:
Nedre graense

Beslutningstrae for n = 3 @

< >

Interne knude 1:) sammenligner x; og x;
Blade beskriver output permutation



Sortering ved sammmenligninger:
Nedre graense

n! forskellige output < forskellige blade

tree af hgjde h har < 2" blade

nl < 2n

k1,329 ks,1,2> k23,15 ks,2,15

n/2
h = log(n!) = log ((g) ) = glogg = g(logn — 1) =Q(n-log n)

Worst-case Q(n-log n) sammenligninger



Antal sammenligninger for at
sortere 10 elementer ?

a) mindst 9 sammenligning

b) mindst 10 sammenligninger

Cc) mindst 21 sammenligninger
g d) mindst 22 sammenligninger

e) mindst 23 sammenligninger

f) ved ikke

n 1 2 3

n . . n 5.040 | 40.320 | 362.880 | 3.628.800 | 39.916.800 | 479.001.600

d 01234 5 6 7 8 9

IIIE. 16.384|32.76865.536|131.072|262.144|524.288}1.048.576
2.097.152 | 4.194.304 | 8.388.608 | 16.777.216 | 33.554.432 | 67.108.864 | 134.217.728 | 268.435.456 | 536.870.912




Antal sammenligninger for at
sortere 1-12 elementer ?

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
zsarmenigringer | 01 ]3] 5 7 ] 10f 13|16 ]190]22{26]20

. . . n 5.040 | 40.320 | 362.880 | 3.628.800 | 39.916.800 | 479.001.600

d 0123 4 5 6

.|||g. o 0432 760|5.536 131 072]pe 144524 258 . 04 57
2.097.152 | 4.194.304 | 8.388.608 § 16.777.216 | 33.554.432 | 67.108.864 | 134.217.728 | 268.435.456 | 536.870.912



Sortering — Mindste antal sammenligninger

n 2 3 45 6 7 8 9 1011121314 151617 18 19 20 21 22 23 24 25--- 28 - 191

dvre
greenser

o2
8C
28
(@)]

Ot <t O MMM M I~ <t )
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O OO0 O O O o O o g

— 4 N N NN AN N N N

N — T T = = = o

=B E5E5E L0 OT 5 o

O o & & O 0 o o [)

gcumctsooocv ® +=

e N N += +—= + N U)

c O O ;M ;m D (8] -

nw oo . . . < [<b} 2

ccn_n_mwmg o [}

22:2°©

Florian Stober, Armin Weil3, Lower Bounds for Sorting 16, 17, and 18 Elements, ALENEX 2023, DOI: 10.1137/1.9781611977561.ch17



https://doi.org/10.1137/1.9781611977561.ch17

Sortering af heltal

...udnyt at elementer er bitstrenge



Counting-Sort:
Input: A, ouput: B, tal fra {0,1, ...,k}

COUNTING-SORT(A, B, k)

let C[0..k] be a new array
fori =0tok
Cli] =0
for j = 1to A.length
ClAlj]l = ClA[j]] + 1
~// C[i] now contains the number of elements equal to 7.
fori = 1tok
- Cl[i] = Cli]+C[i —1]
// C[i] now contains the number of elements less than or equal to 7.
for j = A.length downto 1
11 B[C[A[] = Alj]
12 ClA[j]] = ClA[j]I -1

[y
SO0 bW —

Worst-case tid O(n+k)



Hvilke algoritmer er ikke stabile ?

a) InsertionSort
b) HeapSort
c) QuickSort
d) MergeSort

& ¢) HeapSort og QuickSort
f) InsertionSort og HeapSort
g) MergeSort og QuickSort
h) InsertionSort og QuickSort
) ved ikke



Radix-Sort:
Input: array A, tal med d cifre fra {0,1,...,k}

RADIX-SORT(4, d)
1 fori =1tod
2 use sort to sort array 4 on digit i

7682 7540 3423 2342 2342
3423 7682 3434 5398 3423
7584 2342 7540 3423 3434
3434 3423 2342 3434 5398
2342 7584 7682 7540 7540
7540 3434 7584 7584 7584
5398 5398 5398 7682 7682

Worst-case tid O(d-(n+k))



RadixSort hos

\

Trin 1: Sorter efter husnummer Trin 2: Sorter efter rute



b

A

\

010101111
011101011
001010100
011100110
111010101
011110111
111011010

-~ 011010101

n =38,

Input n tal med b bits: Worst-case tid O(n-b/log n)

Radix-Sort:

111011010
011101011
001010100
111010101
011010101
011100110
010101111
011110111

k=7 (3 bits = log n bits),

Input: array A, ntal med b bits

001010100
111010101
011010101
111011010
011100110
011101011
010101111
011110111

001010100
010101111
011010101
011100110
011101011
011110111
111010101
111011010

d = 3 (3 x 3 bits)



Radix-Sort: Eksperimenter

500 — ———
memory-tuned heapsort —
450 tiled mergesort —+— .
memory-tuned quicksort =
400 radix sort .
9 350 r y |
S 300 r g
250 PUE—— - 1
200 | o o R @ .
150 i . e R — ' ’ i
100 ¢ T ' h - - |
50 ¢ |
0 | L L P T S R L L IR S R
10000 100000 le+06

set size 1n keys
LaMarca, Ladner ’97: The influence of Caches on the Performance of Sorting



@(cycles per key)

Radix-Sort: Eksperimenter

1400

1200

1000

800

600

400

200 T

memory-tuned heapsort

tiled mergesort -+

memory-tuned quicksort

0

quie <sor
_—_-;—— : N .- S Ch
10000 100000

set size 1n keys

let+06

LaMarca, Ladner ’97



cache misses per key

Radix-Sort: Eksperimenter

6 o j ' T T T j ' T T T
memory-tuned heapsort ——
tiled mergesort
5+ memory-tuned quicksort = .
( radix sort -~
4 |
3 B * ]

le+06

0 L] L L I

10000 100000
set size 1 keys
LaMarca, Ladner ’97



Bucket-Sort;:

Input: A, reelle tal fra [O..

BUCKET-SORT(A)

let B[0..n — 1] be a new array
n = A.length
fori =0ton —1

make B[i] an empty list
fori = 1ton

insert A[i] into lis B[|n A[i]]]
fori =0Oton—1 -

- sort list B[i] with insertion sort |

concatenate the lists B[0], B[1],..., B[n — 1] together in order

O 00 N N B W
B P e P | R

ok
(=)

O 0 ON N B WK -

Forventet tid O(n) — for tilfeeldigt input



Ikke pensum

Sortering — State-of-the-Art

Bedst kendte sorterings greense for RAM modellen (med
ubegraenset ordstgrrelse) er en randomiseret algoritme der
bruger O(n) plads og har en forventet karetid pa:

O(n4/log log n)

Om dette kan opnas uden randomisering er ukendt.

O(n loglog n) er kendt. Kan man opna forventet O(}n) tid?
Med randomisering og for ordstgrrelse {\ggng\%@oﬁ) Indes en
randomiseret algoritme med forventet%(n) tid.

Yijie Han, Mikkel Thorup: Integer Sorting in O(n4/loglogn) Expected Time and Linear Space.
Proc. 43rd Symposium on Foundations of Computer Science, 135-144, 2002.

Arne Andersson, Torben Hagerup, Stefan Nilsson, Rajeev Raman: Sorting in linear time?
Proc. 27th ACM Symposium on Theory of Computing, 427-436, 1995.

Djamal Belazzougui, Gerth Stglting Brodal, and Jesper Sindahl Nielsen:

Expected Linear Time Sorting for Word Size Q(log? n-loglog n). SWAT 2014.



Ikke pensum

Sorteringsalgoritmer | Java, Python, C++ og C

Java (JDK SE 12.0.1) Python (CPython 3.7) C++ (GCC9.1) C (GNU C)
Metode Java.util.Arrays.sort sorted std::sort gsort
Dokumentation https://docs.oracle.com/]  https://docs.python.org/  http://www.cplusplus.co https://www.gnu.org/soft
avase/l0/docs/api/java/u  3l/library/functions.html#  m/reference/algorithm/s  ware/libc/manual/html_n
til/Arrays.html#sort(int[]) sorted ort/ ode/Array-Sort-
Function.html
Algoritme Indbyggede typer Tim Sort Introsort Quicksort
(int, float, double...) Merge-Sort variant der Quicksort Ikke rekursiv
Dual Pivot Quicksort identificerer sorterede (max dybde 2-log n)
Insertion-Sort for < 47 ‘runs” til at reducere ellers skift til Heapsort
elementer antal fletninger Insertion-Sort < 16
Merge-Sort for input < 67 elements
sorterede “runs”
Counting-Sort for stor
BYTE og SHORT input
Object
Tim Sort
Kildekode Installer JDK fra https://github.com/python/c https://github.com/gcc- https://code.wobog.org/user
www.oracle.com/technetwor  python/blob/master/Objects  mirror/gcc/blob/master/libst  space/glibc/stdlib/gsort.c.ht
k/javal/javase/downloads/ llistobject.c dc++- ml
Fil java.base\java\util\ v3/include/bits/stl_algo.h
DualPivotQuicksort.java https://github.com/python/c
fra C:\ProgramFiles\Java\ python/blob/master/Objects
jdk-12.0.2\lib\src.zip llistsort.txt



https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/Arrays.html#sort(int[])
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/Arrays.html#sort(int[])
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/Arrays.html#sort(int[])
https://docs.python.org/3/library/functions.html#sorted
https://docs.python.org/3/library/functions.html#sorted
https://docs.python.org/3/library/functions.html#sorted
http://www.cplusplus.com/reference/algorithm/sort/
http://www.cplusplus.com/reference/algorithm/sort/
http://www.cplusplus.com/reference/algorithm/sort/
https://www.gnu.org/software/libc/manual/html_node/Array-Sort-Function.html
https://www.gnu.org/software/libc/manual/html_node/Array-Sort-Function.html
https://www.gnu.org/software/libc/manual/html_node/Array-Sort-Function.html
https://www.gnu.org/software/libc/manual/html_node/Array-Sort-Function.html
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listsort.txt
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_algo.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_algo.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_algo.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_algo.h
https://code.woboq.org/userspace/glibc/stdlib/qsort.c.html
https://code.woboq.org/userspace/glibc/stdlib/qsort.c.html
https://code.woboq.org/userspace/glibc/stdlib/qsort.c.html

Ikke pensum

Binary Heaps |1 Java, Python, C++

Java (JDK SE 12.0.1)  Python (CPython 3.7) C++ (GCC 9.1)

Metode java.util.PriorityQueue heapq std::priority _queue

Dokumentation https://docs.oracle.com/jav  https://docs.python.org  http://www.cplusplus.
ase/l10/docs/api/java/util/Pri  /3.7/library/heapg.html com/reference/queue

orityQueue.html| /priority _queue/
Kildekode Installer JDK fra https://github.com/pyth  https://github.com/gc
www.oracle.com/technetwo on/cpython/blob/maste c-
rk/java/javase/downloads/ r/Lib/heapqg.py mirror/gcc/blob/mast
Fil java.base\java\util\ er/libstdc++-
PriorityQueue.java v3/include/bits/stl _he
fra C:\ProgramFiles\Javal\ ap.h

jdk-12.0.1\lib\src.zip

Alle tre implementation bruger O-indekserede arrays hvor

left)=2-i+1 righti)=2i+2 parent() = (i—1)/ 2,


https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/PriorityQueue.html
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/PriorityQueue.html
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/PriorityQueue.html
https://docs.python.org/3.7/library/heapq.html
https://docs.python.org/3.7/library/heapq.html
http://www.cplusplus.com/reference/queue/priority_queue/
http://www.cplusplus.com/reference/queue/priority_queue/
http://www.cplusplus.com/reference/queue/priority_queue/
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://github.com/python/cpython/blob/master/Lib/heapq.py
https://github.com/python/cpython/blob/master/Lib/heapq.py
https://github.com/python/cpython/blob/master/Lib/heapq.py
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_heap.h

Algoritmer og Datastrukturer

Stakke, kger
[CLRS, kapitel 10]



ICLRS, Del 3] : Datastrukturer

Oprethold en struktur for en
dynamisk maengde data




Abstrakte Datastrukturer e o
‘0(\\ ‘o‘\ Q
for Maengder Fo® o
9 W e O
Minimum(S) pointer til element O
© Maximum(S) pointer til element o
g Search(S, x) pointer til element o
o
S | Member(S, x) TRUE eller FALSE
i Successor(S, x) pointer til element
Predecessor(S, x) | pointer til element
Insert(S, x) pointer til element o o @
g Delete(S, X) ®
= | DeleteMin(s) element ®
§ DeleteMax(S) element o
o
O | Jain(S,;, S,) maengde S
Split(S, x) meengder S, og S,




Abstrakte Datastrukturer for Lister

g o

@ |Em pty(S) TRUE eller FALSE ® ®
g Head(S), Tail(S) pointer til element
o | Next(S, x), Prev(S, x) | pointer til element
P Search(S, x) pointer til element
_ | Push(S, x) - O
qé’ Pop/Dequeue(S) element ® ®
é Enqueue(S, x) - ®
-CC)OL Delete(S, x) element

InsertAfter(S, x, y) pointer til element

Pop/Dequeue ‘//»\@,10, 6,8,20,-7,6,5 25\/7\‘3 11,3 ,13 4\
Head T Prev  Next Tail

Push(27) InsertAfter(6,4) Enqueue(43)






Stak : Array Implementation

STACK-EMPTY (S)

1 ifS.top==0
2 - return TRUE
3 else return FALSE

PUSH(S,x)

1 S.top = S.top+ 1
2 S[S.top] = x
POP(S)

1 if STACK-EMPTY (S)

2 error “underflow”

3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.7op + 1]

Stack-Empty, Push, Pop : O(1) tid



Stak : Overlagb

Push(13)

10 11 12 13 14 15 16

Array fordobling : O(n) tid



Array Fordobling

Fordoble arrayet nar det er fuld

1

2

4

5 Tid for n udvidelser:

16 1+2+4+---+n/2+n = O(n)
2

3

Halver arrayet nar det er <1/4 fyldt

F Tid for n udvidelser/reduktioner:

T o(n)




Array Fordobling + Halvering

— en generel teknik

id for n udvidelser/reduktioner er O(n)
Plads < 4 - aktuelle antal elementer

Array implementation af Stak:
n push og pop operationer tager O(n) tid




4/3 Forggelse

L 4/3-L
] mu)p BN 75% fyldt

Ved overlgb lad den nye lsengde veere
4/3 af den oprindelige, og nar arrayet

bliver halv fuldt reducer det til 2/3 laengde. 2/3-L

L
B = Bl 5% fyldt
50% fyldt

Hvor langt kan arrayet maksimalt veere nar det
gemmer n elementer ?

a) 3/2 - n

b) 4/3 - n
@oc2n

d) 8/3 - n

e) ved ikke



Ikke pensum

Reallokeringsstrategier | Java, Python og C++

Java ArrayList (JDK SE 12.0.1) Python list (CPython 3.7) C++ vector (GCC 9.1)

Ved overlgb + 50 % + 125 % + 100 %

Formindskelse Nej (kan kalde trimToSize) <50 % Nej (kan kalde shrink to_fit)

https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/Array https://docs.python.org/3/library/

Dokumentation List. html stdtypes. html#fsequence-types.list-tuple-range  1R://mww.cplusplus.com/referencel/vector/vector/
Installer JDK fra
Kld k d www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/ github.com/python/cpython/ github.com/gcc-mirror/gcc/
llaekoae Fil java.base\java\util\ArrayList.java blob/master/Objects/listobject.c blob/master/libstdc++-va/include/bits/stl_vector.h

fra C:\Program Files\Java\jdk-12.0.1\lib\src.zip

Java ArrayList Python list C++ vector

private int newCapacity(int minCapacity) { static int size type
// overflow-conscious code list_resize(PyListObject *self, Py ssize_t newsize) _M check len(size type _ n, const char* _ s) const
int oldCapacity = elementData.length; { {
int newCapacity = oldCapacity + (oldCapacity >> 1); PyObject **items; if (max_size() - size() < _ n)
if (newCapacity - minCapacity <= 0) { size_t new_allocated, num allocated bytes; __throw_length error(_ N(_ s));
if (elementData == DEFAULTCAPACITY EMPTY ELEMENTDATA) Pyissizeit allocated = self->allocated;
return Math.max (DEFAULT_CAPACITY, minCapacity); if (allocated >= newsize && newsize >= (allocated >> 1)) { const size_type _ len = size() + (std::max) (size(), _ n);
if (minCapacity < 0) // overflow assert(self->ob_item != NULL || newsize == 0); return (__len < size() || _ len > max_size())
throw new OutOfMemoryError(); Py SIZE(self) = newsize; ? max_size(
return minCapacity; return 0; : _ len;
} } }
return (newCapacity - MAX ARRAY SIZE <= 0) new_allocated =
? meTCaEaEiEy (size_t)newsize + (newsize >> 3) + (newsize < 9 ? 3 : 6);
: hugeCapacity (minCapacity) ; }
}



https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/ArrayList.html#trimToSize()
http://www.cplusplus.com/reference/vector/vector/shrink_to_fit/
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/ArrayList.html
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/ArrayList.html
https://docs.python.org/3/library/stdtypes.html#sequence-types-list-tuple-range
http://www.cplusplus.com/reference/vector/vector/
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://github.com/python/cpython/blob/master/Objects/listobject.c
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_vector.h




Kg : Array Implementation

4 5

1 2 3 6 7 8
~ KRNI
! T

ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q.tail] = x
2 if Q.tail == Q.length

Q.head=3 Q.tail=7

3 Q.tail = 1
Enqueue(2) 4 else Q.tail = Q.tail + 1
Enqueue(7)
Engueue(-4)
Dequeue =7 DEQUEUE(Q)
1 2 3 4 5 6 7 8 ; f“Q__hQ[g-hecg]l ,
if Q.head == Q.lengt
s 6 32 7 3 Qohead = 1
T T 4 else Q.head = Q.head + 1
Q.tail=2 Q.head=4 5 return x

Enqueue, dequeue : O(1) tid



Maximal kapacitet af en kg
Implementeret | et array af laengde n ?

a) n

@ b n-1
C) n—2
d n/2
e) ved ikke



Kg : Array Implementation

5 6 7 8

2 3 4
-4 5.3 6 3 2 7 Empty : Q.taill=Q.head ?
Pl

Qail=3  Q.head=4 Overlgb : array fordobling/
Enqueue(9) halverlng

1 2 3 4 S5 6 /7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

306 -3 2 7 -4 5 o [T
T T

Q.head=1 Q.tail=9

Array implementation af Kg:
n engqueue og dequeue operationer tager O(n) tid



Arrays (med Fordobling/Halvering)

Push(S, x) O(1)*
Stak
Pop(S) O(1)*
Enqueue(S, Xx) O(1)*
Kg
Dequeue(S) O(1)*

*Worst-case uden fordobling/halvering
Amortiseret (|[CLRS, Kap. 16]) med fordobling/halvering



Kaedede lister



Kaedede Lister

Enkelt keedede (ikke-cyklisk og cyklisk)

key next

head —®»| 8| —4+—®| 3| —+—®| 3| +—®| 2| 1| 4| e

<| key next

head —>_—>3 —1—| -3 |2 | 4+—| 24

Dobbelt keedede (ikke-cyklisk og cyklisk)

prev key next

head ——»| o | 8 - 4 - 3| A5 |2 | 4=

L prev key next
head :__><—— 4| 151 | 3| 41 | 2 —

sentinel/nil




head —»| o |8 | |57 |4 | T

Dobbelt Keedede Lister

prev key next

S| 4 2 __>< - 3| e

-+

LIST-SEARCH(L, k)

1.
2
3
4

x = L.head

while x # NIL and x.key # k
X = X.next

return x

LIST-INSERT (L, x)

Dn B W N =

x.next = L.head

if L. head # NIL
L.head.prev = x

L.head = x

x.prev = NIL

LIST-DELETE(L, X)

1 if x.prev # NIL

2 X.prev.next = x.next
3 else L.head = x.next

4 if x.next # NIL

5 X.next.prev = X.prev

List-Search | O(n)

List-Insert O(1)

List-Delete O(1)




Dobbelt Keedede Cykliske Lister

(EEEmp—
head —&

prev key next

T | 3| 44T |2 | 1%

=)

sentinel/nil

LIST-SEARCH' (L, k)

1 x = L.nil.next

2 while x # L.nil and x.key # k

3

X = X.next

4 return x
LIST-INSERT' (L, x)

|

2
3
4

x.next = L.nil.next
L.nil.next.prev = x
L.nil.next = x
x.prev = L.nil

LIST-DELETE' (L, x)

1 x.prev.next = x.next

2 X.next.prev = Xx.prey

List-Search’ | O(n)
List-Insert’ O(1)
List-Delete’ | O(1)




Dobbelt Keedede Cykliske Lister

head —(=(_<—T_ —i_:ri/ k-zy TXL—T— 1 |- _))
Push(S, x) O(1)
Stak
Pop(S) O(1)
Enqueue(S, X) O(1)
Ko
Dequeue(S) O(1)




Dancing Links
Donald E. Knuth, Stanford University

My purpose is to discuss an extremely simple technique that deserves to be better known.
Suppose z points to an element of a doubly linked list; let L[z] and R[z] point to the
predecessor and successor of that element. Then the operations

L|R[z]| « L[z], R|L[z]| + R|z] (1)

remove x from the list; every programmer knows this. But comparatively few programmers
have realized that the subsequent operations

L[R[z]] + =, R[L[z]] + = (2)

will put = back into the list again.

Donald E. Knuth (1938-)




”The Challenge Puzzle”




”The Challenge Puzzle”

L
L := Tomt breet
B := Alle brikker
Solve(L,B) Nederste-

_ _ venstre fri
procedure Solve(Dellgsning L, Brikker B)

forallebiB
for alle orienteringer af b (* max 8 forskellige *)
If b kan placeres | nederste venstre fri then
fjern b fra B
indseetb i L
if [B] =0 then
rapporter L er en lgsning
else
Solve(L,B)
fi
sletb fraL
genindseet b i B
fi



”The Challenge Puzzle”

4.040 lgsninger

Solve placerer
8.387.259 brikker




(Jorge Stolfi)



Binager Trae Repraesentation

Felter: Left, right, parent



Trae Repraesentation

T.root

Felter: Left-child, right-sibling, parent



Hvor lang tid tager det at tilga
det I-te barn til en knude ?

a) O(1)
@ b) O(i)

c) O(logi)

d) ved ikke



Algoritmer og Datastrukturer

Hashing
[CLRS, kapitel 11.1-11.4]



hash (Engelsk-Dansk)

1. (sb) (ret med kgd og kartofler) biksemad (fx a meat and potato hash);
(fig.) kludder; noget veerre rod;

o make a ~ of forkludre; udfgre pa en elendig (el. kikset) made; settle
somebody’s ~ordne nogen; fa nogen ned med nakken;

2. (sb) (narko) hash (fx smoke hash);

3. (vb) hakke; skeere i stykker; (fig.) forkludre; slippe (rigtigt) darligt fra;
o ~ over diskutere; drgfte (fx we can hash it over later); ~ up forkludre;
slippe darligt fra.

Ordbogen.com



Abstrakt Datastruktur: Ordbog

Search(S, k)

Insert(S, x)

Delete(S, x)

Kan vi udnytte at x for alle praktiske
formal er en sekvens af bits? JA'



Alle nggler er tal...

"Sko” =01010011.01101011.01101111, = 5466991,

o /1|2 3 /4|5 6|7
0 | MUL |DLE |space| O | @ | P ’ Al
1 son RS 1 1 A Q@ a | g
2 | ST DC2 2 B F h r
3 em |53 # 3 C S o o=
4 ECT D4 4 D T  d t
5 |ENQ MNak | 9% | 5 E U = L
B |ACK SYM | & | B F ooy f W
7 | BEL ETB ToG0W g ow
8 | BS CAM | B H X h | x
9 | HT | EM | ) 5 | N i y
A LF suB| ¥ : J I Z yd
B | vT EsC| + : Ko k |
C | FF | FS < Ly | |
O | ck | GS = Il ] i }
E =0 RS | = M 0 o | o~
F | s | us | § Yo o | del



Hvilket tal svarer ”AU” til ?

1 2
OLE |space| []
= | |

= pAs |

STH | DC2 "
| D03

SO E:IFF ¥

O Cizd f

a) 4155,
b) 6175,
@ o) 16725,
d) 24949,
e) ved ikke

NI RAK | O

ACK | SYM | &

BEL | ETB

BS | CAMN | |
EM | ]
sug | F

0
1
2
3
4
5
6
T
8
9
A
B
C
D
E
F

"AU” = 4155, = 16725,



Direkte Adressering :
Naggler {0,1, 2,..., m-1}

0 1 2 3 4 5 8 9 10 11 12 13 14 15

o |o|o |3 ]e]|le]lOlT/71ee]lee]e|11]le°113114]

DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k)
1 return T [k]

DIRECT-ADDRESS-INSERT (7, x)
1 Tlx.key] = x |

DIRECT-ADDRESS-DELETE(T, x)
1 T[x.key] = NIL

Godt ved sma nggle universer
Selv kan generere ngglerne som 1,2,3,...
— Stort plads overforbrug nar kun fa nggler brugt




Hash Funktion

12002

24123

X h(x)

4 0

= Nggler U =0 || &
519 5

= Hash funktion 246 5
h:U— {0,1,..., m-1} il B

3409 0

m << |U] 12001 1

6

5

5

25964

h(k)=(5-k) mod 7

Nemt at jaevne ngglerne jeevnt ud
— Flere nggler kan hashes til samme veerdi
— Neaesten ens nggler kan veere vilkarligt spredt



Antal mulige (hash) funktioner
h:U—{0,1,..., m-1}?

a) [Ul-m
b) |U]!
c) 2l

@ o mv
e) |Um
f) ved ikke




Antal mulige (hash) funktioner
der kan beskrives ved 6 tegn ?

a) |U]
@ b) 128
c) 6V
d) 6-m
e) ved ikke [ zsos |

h(k)=5kmod7



Hash Tabel : Kollisionslister

X h(x)
1 7 T 3409 | ® 7 0
1" 12001] ® il :
L 519 5
o1 1231 o 746 6
1231 2
~ 3409 | ©
o—l 57 ° 12001 1
] 12002 | 6
—r&| 519 | 954123| *1T*| 25064 | ® 24123 5
25964 5

1| 746 | *T™|12002]| ®

h(k)=(5-k) mod 7

Gem meengde af nggler K

Veelg tilfaeldig hash funktion h: U — {0,1,..., m-1}
Gem ngglerne | tabel efter hash vaerdi
Kollisionslister til nggler med samme hashveerdi



Hash Tabel : Kollisionslister

[ CHAINED-HASH-INSERT (7, x)

ol =—=| 7~ T 3400 | ® 1 insert x at the head of list T'[h(x. key)]
1| e=—=| 120011 ® CHAINED-HASH-SEARCH (T, k)
N P A e - 1 search for an element with key & in list T[4 (k)]

CHAINED-HASH-DELETE(T, x)
1 delete x from the list 7'[h(x.key)]

3
N
°

4| —t=| 257 | ®
5 | e=t*| 519 | *1*|24123| *T*| 25964 ] ®
\ s | &=1*| 746 | *=1T*|12002] ®

Veelg en uniform tilfaeldig hash funktion:
= Forventet antal nggler | en indgang i tabellen |K|/m

= [nsert, Delete, Search forventet tid O(|K|/m), dvs. tid O(1) hvis m = Q(|K|)




Hvad er en god Hash Funktion?

— For enhver funktion findes en darlig maengde nggler der
hasher til samme vaerdi

For enhver maengde nggler findes en god hash funktion
der jeevner godt ud (om den kan beskrives kompakt er et

andet spgrgsmal)

Mal Find en lille maengde af hash funktioner hvor en tilfeeldig
funktion virker rimelig godt pa en given maengde



Hash Funktioner : Eksempler

h(() =k mod m (typisk m et primtal)

m = 28 ignorerer alt pa naer de 8 sidste bit:
h(...X5X,X;10101111) = h(...y,;y,y,10101111)

m = 28-1 ignorerer alle ombytninger af tegn:
h(’’c4C,C,”") = h(”’c,C5C,7)

h(k) =1s-k/2"tymod 2 (k = w-bit, h(k)= t-bit)
h(0101000010101010) = 01000
0101000010101010 -

= 00110001110110100100000010000110




Universelle Hash Funktioner

Find primtal p > |U|.

Definer p-(p-1) hash funktioner h,,, hvor 1 <a<pog 0<b<p

a,bs

h, p(k) = ((@-k+b) mod p) mod m

Seetning

For to naggler x #y og en tilfeeldig hash funktion h, , geelder
Prlh,,(X) = h,(Y)] < I/m (Universel)

Korollar

For en hash tabel med en tilfeeldig hash funktion h,,
tager Insert, Delete, Search forventet tid O(|K|/m)



Hash Tabel : Universel Hashing

Search(S, k)

0(1)

INSert(S, x) |- . o

Delete(S, x)




CLRS, Exercise 11.3-6 %

Hashing af tal med mange Dbits...

(s bits) Xe/w-1 W bits) X1 (wbits) X (w bits)

X = (05105 5.0 fPsw1 -+ DonlfPow-1- By 10uf[u-1-- 0201 0),

fw-1 fw-2
QWMD) 4 x QWMD) e g DW X

= Xs/w-l

p > 2% primtal
h.(x) = (x .gsw-1 4+ x asw-24 ... + x.-al+ x.) mod
a( ) ( s/w-1 s/w-2 1 0) P 0 < a < ptilfeeldig

= (- ((Xypq @ + Xypyp) @ + Xopyg) -2+ = + Xq)-a+ Xo) mod p
Polynomium evaluering h_(x)
y=0
fori=s/w-1 downto O

y = (y -a+ Xi) mod P (a-b) mod p=((a mod p)-b) mod p
ha(X) =y (a+b) mod p=((a mod p)+b) mod p




Aben Adressering

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

i:oT =2 1=3
HASH-INSERT(T, k) HASH-SEARCH(T, k)
1 i=0 1 i =0
2 repeat 2 repeat
3 j = hiki) 3 j = hik,i)
4 if T[j] == NIL 4 if T[j] ==
5 Tljl =k 5 - return j
6 - return j 6 i =141
7 elsei =i+ 1 7 until T[j]==NILori ==m
8 untili ==m 8 return NIL
9 error “hash table overflow”



Aben Adressering : Analyse

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Uniform hashing
h(k, 0), h(k, 1), h(k, 2),... er en uniform tilfeeldig raekkefalge
(urealistisk)

Seetning
Ved uniform hashing er det forvente antal lookups 1/(1-o)

hvor o = |[K|/m er belastningsfaktoren / fyldningsgraden



Lineaer Probing

Indseet k pa farste ledige plads

h(k, 1) = (#’(k) +1) mod m I
for1=0,1,2... 1o
Eksempel : T
Indseet 9, 3, 20, 6, 12, 2,19,11,5 22 :

O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 h’(x)=(2-x) mod 17

9 219 3 201211 5 6




Kvadratisk Probing

Indseet k pa forste ledige plads
h(k,i) = (’(K) + ¢ + C,-i2) mod m
for1=0,1,2, ... hvor c, 0g c, # 0 er konstanter
(k)

¥
=0
|I|ﬁ.|||||||||§2:1

Dobbelt Hashing

Indsaet k pa farste ledige plads
h(k,i) = (h,(K) + i-h,(K)) mod m

for 1= O,l,2,h.z|.()hvor h, og h, er hash funktioner

4
EEE BN BN EEaEEEEE




Dobbelt Hashing :
Hvor skal 1 indseettes ?

a) 1

@ bns h, (k) = (2k) mod 10
;; ; h,(K) = 1+((2k) mod 9)
e) ved iIkke

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5] Je6f3f2fils] 7]

eksamensopgave august 2010



Perfekt hashing (statisk)

n elementer

2 niveauer af hash funktioner

« hver spand egen hash funktion
« h hash tabel med n indgange

« Spand med n, elementer n<
stgrrelse n2

 Universelle hash funktioner

Ekollisioner] = () / # indgange

/

© (o] ~ [e)] (€3] B w N - o

Y S S
N P O

=
w

-~
=
N

CLRS 3. udgave, Kapitel 11.5 —

b iy

l

i

i

ikke pensum
67| h,
7 24 h,
63 27 117 h,
33 (48| hg
2 811 22|11
4 | hy
313 |999 hy,

SO?OO?O?QQ??Q??Q



Eksperimentel Sammenligning

Average cache misses
per lookup

HRRNBRRR

4

3] Chaining

2j Linear |

! | probing
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Load factor

> 7 [f={300]¢]

[ 12001 ] ° |

wiad

(=] DI%I'I'IDID

oo [+ (s A~ [zsowa] ] Linear probing

[ 746 | ~+[12002] < |

Chaining

wikipedia.org



Hashing

« Valg af hash funktion
— Prgv sig frem...

— Universelle hash funktioner h,,(K) = ((a-k+b) mod p) mod m

« Hash tabeller IENEactean
:

— Kollisionslister (keedede lister) =

| 519 | =] 24125 =] 25064 ¢ |
(726 [ ~3=[12002[ <]

« Aben adressering
— Lineaer probing
— Kvadratisk probing

EEE EEE |@’:l SO EEE
— Dobbelt hashing T\./’.\/’




Algoritmer og Datastrukturer

Binaere sggetreeer
[CLRS, kapitel 12]



Abstrakt Datastruktur: Ordbog

Search(S, x)

Insert(S, x)

Delete(S, x)

Elementer ma kun sammenlignes med "<’



(Statisk) Ordbog : Sorteret Array

Search(4)
1]12]3]7[9(10f{11]12]14]15]16[17[19
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Search(S,x) O(log n)

Insert(S,Xx)

O(n)
Delete(S,x)




Worst-case Sggetid

Hvor mange sammenligninger kraever det at sgge efter
et element i et sorteret array med 8 elementer, nar man
kun kan lave sammenligninger ?

a)
b) 1 2 3 4 5 6 7 8
) 2 {5 [ 7]o]ujizfafr

® 9

1
2
3
4
e) 5
6
7
8
\Y

Seetning

)
g)
1)

)

At sgge blandt 2 2' - 1 elementer
kreever mindst i sammenligninger

ed ikke



Sggetree

(&)
(25 10,

OO0 (12
@ @ W e
OO 1%

15

Invariant For alle knuder er elementerne i venstre (hgjre)
undertree mindre (starre) end eller lig med elementet | knuden



Hvor kan 5.5 indseettes ?

a) A

@ bB
c) C
d) AellerB
e) BellerC
f) ved ikke




Sggetraes sggninger

TREE-SEARCH(x, k)

1 ifx ==NIL or k == x.key

2 return x

3 ifk < x.key

4 return TREE-SEARCH (x.left, k)
5 else return TREE-SEARCH (x.right, k)

ITERATIVE-TREE-SEARCH (x, k)
1 while x # NIL and k # x.key

2 if k < x.key
3 x = x.left

= X.right
! else x = x.rig INORDER-TREE-WALK (x)
5 return x

1 if x # NIL

TREE-SUCCESSOR(x) 2 INORDER-TREE-WALK (x. leff)
1 if x.right # NIL 3 print x.key
2 return TREE-MINIMUM (x.right) 4 INORDER-TREE-WALK (x. right)
3 y=ux.p
4 while y # NIL and x == y.right TREE-MINIMUM (x) TREE-MAXIMUM(x)
5 X =1y 1 while x.left # NIL 1 while x.right # NIL
6 y =y.p 2 x = x.left 2 X = Xx.right
7 return y 3 return x 3 return x



Iterativ sggning

|

TREE-INSERT(7, 2)

Indséaettelse | Sggetrae

y = NIL
x = T.root
while x # NIL

y =X

if z.key < x.key

x = x.left

else x = x.right
.p =Yy
if y ==NIL

T.root = 7 // tree T was empty
elseif z.key < y.key

y.left = 7
else y.right = 7



TREE-DELETE(7, z)

1

[
C O oo ~IN WDV B W

11
12

Slettelse fra Sggetree

if z.left == NIL
TRANSPLANT(T, z, z.right)
elseif z.right == NIL
TRANSPLANT(T, z, z.left)
else y = TREE-MINIMUM(z.right)
ify.p#£z
TRANSPLANT(T, y, y.right)
y.right = z.right

y.right.p =y
TRANSPLANT(7, z, y)
y.left = z.left

y.leftp =y

TRANSPLANT(T, u,v)

1 ifu.p==NIL

2 T.root = v

3 elseif u == u.p.left
4 u.p.left =v
5 elseu.p.right = v
6 if v # NIL

T V.p = U.p



111 Advarsel !!!

ﬁ T.root ﬁ T.root ﬁ T.root ﬁ T.root

T = MAKETREE() ‘ TREE-INSERT(T, X) TREE-DELETE(T, X) ‘ TREE-INSERT(T, X) ‘

X =MAKENODE(1) NIL  TREE-INSERT(T,y) X y y

y = MAKENODE(3) ‘\ ‘\
\

\
AR -
X ,' S=

R

CLRS pseudokoden nulstiller ikke slettede knuders pointers
0g antager at den indsatte knudes bgrn er NIL

» TREE-SEARCH(T.root, 2) vil ga i uendelig lgkke



Sggetraeer

Inorder-Tree-Walk O(n)
Tree-Search
. O(h)
lterative-Tree-Search

Tree-MIinimum

. O(h)
Tree-Maximum

Tree-Insert O(h)

Tree-Delete O(h)

h = hgjden af treeet, n = antal elementer




Hgjden af et Sggetrae ?



Stgrste og Mindste Hgjde

Indsaet | stigende reekkefaglge
- Hgjde n

Perfekt balanceret
(mindst mulig hgjde)
- Hgjde 1+ log n,

OJOJOJONOJONER®



Tilfeeldige Indsaettelser | et Sggetrae

Algoritme

Indsaet n elementer | tilfaeldige reekkefalge

* Ligesom ved QuickSort argumenteres at den forventede dybde
af et element er O(log n) [CLRS, problem 12.3]

* Den forventede hgjde af traeet er O(log n), dvs. alle knuder har
forventet dybde O(log n) [CLRS 3. udgave, kapitel 12.4]



Quicksort pa 23 elementer

1 2 3 4 5 6 7 8 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
18|10 | 5 4 1201122 |15 ]| 3 17 | 14 | 16 | 19 8 6 | 21 7 13 9 12 | 23 | 2 1
1 22 115 | 3 |17 114 |16 | 19| 8 6 (21| 7 (13| 9 |12 |23 | 2 | 18
10| 5 4 (11 )15 3 |17 | 14 | 16 | 8 6 7 |13 9 |12 | 24| 18 (20 | 21 | 23 | 19 | 22
2 5 4 (11 )15 3 |17 | 14 | 16 | 8 6 7 |13 9 | 12 | 10 201 21 |1 22 |§23
5 4 3 8 6 7 oW 10 |15 ( 11 | 17 ( 13 | 14 | 12 | 16 19 |§21 | 20 23
5 4 3 8 6 9 15111 ( 13 | 14 16 (p17 20 |p21
5 4 3 6 7 8 119( 12 (p13 | 14 | 15 17 21
5 4 6 8 11 13 | 144| 15
3 4 5 1 14
4 5 13
4




Balancerede Sggetraeer

Ved balancerede sggetraeer omstruktureres
treeet lgbende sa sggetiderne forbliver O(log n)

 AVL-treeer [CLRS pr. 13-3] « Randomized trees [CLRS 3.udg. pr. 13-4]
« BB|a]-treeer ¢ (2,3)-treeer

+ Splay treeer

« Lokalt balancerede traeer e B-traeer [CLRS kap. 18]

*~ Rgd-sorte treeer [CLRS kap. 13[> ¢ Veegtbalancerede B-treeer



Algoritmer og Datastrukturer

Balancerede sggetraeer: R@gd-sorte sggetraeer
[CLRS, kapitel 13]



Red-Sorte Sggetraeer D

Mal
Sggetreeer med dybde O(log n) (52 12

Invarianter

 Hver knude er enten R@D eller SORT

« Hver R@AD knude har en SORT far

« Alle stier fra roden til et eksternt blad har
samme antal sorte knuder

Seetning
Et rad-sort tree har hgjde < 2-log (n+1)

"A Dichromatic Framework for Balanced Trees", Guibas, Sedgewick, 1978



Hvilke knuder skal farves rgde for at
treeet bliver et rgd-sort sggetrae?

a) 1,4, 10, 14

b) 2,5, 10, 14

c) 1,3,4,7, 12, 16
@ o) 1,3, 4,10, 14

e) ingen

f) ved ikke




Rad-Sorte vs (2-4)-treeer

3538 @ U

VAN

Rad-sort tree (2,4)-tree

(2,4)-tree = rgd-sort tree hvor alle rade
knuder er slaet sammen med faderen

[2-4-treeer = CLRS kapitel 18.1 & problem 18-2]



Egenskaber ved (2,4)-treeer

 Alle interne knuder har mellem 2 og 4 bgrn
 Knude med i bgrn gemmer i-1 elementer
- Stier fra roden til et eksternt blad er lige lange

11 14

358 @ U

VAN

Rad-sort tree (2,4)-tree



Indseettelse | et (2,4)-trae

@
3

G/ guuz R & W

ofjcNofrgrgrdnrmp-NrR-EoR oMok

------;}a‘---------------------

_ _ (., ] Splitknude ”m - [
Splittes i to knuder 20 [ ! Y ]
og midterste nggle
flyttes et niveu op a B yiod e a Byo e

20 30

2 (39)
(3) (9) 14 17 (22 27) 33 39
(2) (s) () 19 (3 (9 ) @ @9 @9 GY 69 GD (9



Opdateringer af
Rad-Sorte Treeer



Rotationer

LEFT-ROTATE(T, X)

L
.|l.\

Y ' —- o
RIGHT-ROTATE(T, y)
o B } | p Y

LEFT-ROTATE(T, x)

1 y = x.right - M sety
2 x.right = y.left // turn y’s left subtree into x’s right subtree

3 if y.left # T.nil

4 y.left.p = x

5 y.p=x.p // link x’s parent to y

6 ifx.p=="T.nil

7 T.root = y

8 elseif x == x.p.left

9 x.p.left =y
10 else x.p.right =y

11 y.left = x // put x on y’s left
12 xp=y |



Insert



RB-INSERT(7, z) Insert(9)
[ 1 y = T.nil '
x = T.root
while x # T.nil
y =X
if z. key < x.key
x = Xx.left
else x = x.right
Z.p =Yy
if y == T.nil
10 T.root = z
11 elseif z.key < y.key
< 12 y.left = 7
13 else y.right = z
14 z.left = T.nil
15 z.right = T.nil
\ QG Z.color = RED |
17 RB-INSERT-FIXUP(T, z) !

s@g
A

O 0 1 O B W

~

Ubalanceret
indseettelse <

opret z

Z opfylder ikke
invarianten






Indscettelse | rad-sorte traeer:
rebalancering

Omfarv C

og dens to Case 1<
rgde barn

Afslut




2.p.p

RB-INSERT-FIXUP(T, z) 2.0 Y (evt. nil)
1 while z.p.color == RED |
2 if z.p == z.p.p.left k////////////rzdz
3 y = z.p.p.right
4 if y.color == RED nil/sort
5 z.p.color = BLACK // case 1
6 y.color = BLACK // case 1
7 Z.p.p.color = RED // case 1
8 Z = 2Z.p.p // case 1
9 elseif z == z.p.right
10 2 =2Z.p // case 2
11 LEFT-ROTATE(T, 7) // case 2
12 z.p.color = BLACK // case 3
13 z.p.p.color = RED // case 3
14 RIGHT-ROTATE(T, z.p.p) // case 3
15 else (same as then clause

with “right” and “left” exchanged)
16 T.root.color = BLACK



Worst-case antal rotationer ved
Indseettelse | et rgd-sort tree ?

a) 1
@ >
c) logn
d) 2:-logn
e) Ved ikke




11

B]



Delete



Ubalanceret slettelse
A

RB-DELETE(T, z)

[ 1

Yy =2
y-original-color = y.color
if z.left == T.nil
X = z.right
RB-TRANSPLANT(T, z, z.right)
elseif z.right == T.nil
x = z.left
RB-TRANSPLANT(T, z, Z.left)
else y = TREE-MINIMUM (z.right)
y-original-color = y.color

X = y.right
if y.p==¢
X.p =)+ — X 0g y.right kan veere T.nil !!!

else RB-TRANSPLANT(T, y, y.right)

y.right = z.right RB-TRANSPLANT(7, u, v)

y.right.p =y
RB-TRANSPLANT(T, z,y) 1 ifu.p==T.nil
y.left = z.left 2 T.root = v
y.lefttp =y 3 elseif u == u.p.left
y.color = z.color 4 u.p.left = v
if y-original-color == BLACK 5 elseu.p.right =v
RB-DELETE-FIXUP (T, x) 6 v.p=up



X

” ” Case1— 2,34
dobbelt sort

Case 2 —
Problemet x flyttet
teettere pa roden
eller feerdig

Case3 —~ 4
(og feerdiq)

Case 4 — Faerdig

SQr
o B v o new x = root[T]



RB-DELETE-FIXUP(T, x)

1 while x # T.root and x.color == BLACK

2 if x == x.p.left

3 w = Xx.p.right

4 if w.color == RED

5 w.color = BLACK // case 1

6 x.p.color = RED // case 1

7 LEFT-ROTATE(T, x.p) // case 1

8 w = X.p.right // case 1
9 if w.left.color == BLACK and w.right.color == BLACK

10 w.color = RED // case 2
11 X = X.p // case 2
12 else if w.right.color == BLACK
13 w.left.color = BLACK // case 3
14 w.color = RED // case 3
15 RIGHT-ROTATE (T, w) // case 3
16 = X.p.right // case 3
17 w.color = x.p.color // case 4
18 x.p.color = BLACK // case 4
19 w.right.color = BLACK // case 4
20 LEFT-ROTATE(T, x.p) // case 4
21 x = T.root // case 4
22 else (same as then clause with “right” and “left” exchanged)

23  x.color = BLACK






Dynamisk Ordbog :
Rad-Sorte Traeer

Search(S, x)

Insert(S, x) O(log n)

Delete(S, x)




lkke pensum

Rod-Sorte Treeer | Java og C++

Java (JDK SE 12.0.1) C++ (GCC 9.1)

Metode java.util. TreeMap std::map

Dokumentation https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/ http://www.cplusplus.com/reference/map/map/
util/ TreeMap.html

Kildekode Installer JDK fra https://github.com/qgcc-
www.oracle.com/technetwork/java/javase/downl mirror/gcc/blob/master/libstdc++-
oads/ v3/include/bits/stl tree.h

Fil java.base\java\util\
TreeMap.java
fra C:\ProgramFiles\Java\
jdk-12.0.1\lib\src.zip



https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/TreeMap.html
https://docs.oracle.com/javase/10/docs/api/java/util/TreeMap.html
http://www.cplusplus.com/reference/map/map/
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/index.html
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_tree.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_tree.h
https://github.com/gcc-mirror/gcc/blob/master/libstdc++-v3/include/bits/stl_tree.h

Algoritmer og Datastrukturer

Udvidede sggetraeer. Dynamisk rang, interval treeer
[CLRS, kapitel 17]

Fenwick treeer (ikke pensum)
B, kapitel 2.1]



Dynamisk Rang

Select(S, 1)

Rank(S, x)

Insert(S, x)

Delete(S, x)

O(log n)

Select(S, 9) =19

Rank(S, 26) = 13

3

-

10

12

21

23

26

28

30

35

38

39

41

1 2 3 4 5 6 7 B8%9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
131416171920

47

sorteret



Dynamisk Rang

10 Y 19 21 28

 FiInd det I'te mindste, iIndseettelser, slettelser
* Vedligehold i rgd-sort sggetree

 Udvid hver knude med stgrrelse af undertreeerne



Beregning af
Udvidet Information x.size ?

a) X.size =1l.size +r.size
g b) X.size =l.size +r.size+1
C) X.size =X.size + l.size + r.size
d) Xx.size =Xx.size +I.size +r.size +1
e) ved ikke

X key

size

size size



Dynamisk Rang

LEFT-ROTATE(T, X)
LRI R PP EY T L PR  PERT RS | [

"l!i ................................
RiGHT-ROTATE(T, ¥)

« Indseettelse/slettelse: opdater size pa stien til roden

« Under rebalancering af det rad-sorte tree,
vedligehold size under rotationer



Rang af 28 ?

13

a)
@ 14=12+1+1
c) 16

d) 28
e) ved ikke




Dynamisk Rang

26
2.
£18
40 P21 ) P47
T 4 i
16 19 21 " 28 38
> 2 | B 3
(20)— key
=~ size
OS-RANK(T, x) OS-SELECT(x,1)
1 r = x.left.size + 1 1 r = x.left.size + 1
2 y=2x | 2 ifi==r
3  while y # T.root 3 return x
4 if y == y.p.right 4 elseifi <r |
5 r =r-+y.pleft.size + 1 5 return OS-SELECT (x.left, i)
6 y=y.p 6 else return OS-SELECT(x.right,i —r)
7 returnr



Dynamisk Rang

Select(S, 1)

Rank(S, x)

Insert(S, x)

Delete(S, x)

O(log n)




Interval Traeer

* Vedligehold en maengde af intervaller
* Indseet og slet indsatte intervaller

* Find et interval der overlapper med et givet interval

261426
251 | 30
i 7 IQFISZG
: ! A
161 21
151 123
89
6 110
S5F——8

1 1 1 1 1 | ] i i i i i i i i i i i i ] }
0 5 10 15 20 25 30



Interval Traeer 26126

| 30
| - 191?92(1
| ! A
161 121
15¢ 123
89
| 110
SF————8
0—3
IR N W NN NN RN TR SR A NN SRS S T AN TR TR T T TR TR T .I}
0 5 10 15 20 25 30

[25’3[}]1 — int

- [17,19]

20

« Sggetrae over intervallernes venstre endepunkt

« Hver knude gemmer yderligere maximum hgjre endepunkt for et interval i undertraeet



Beregning af
Udvidet Information x.max ?

a) X.max =r.max
b) x.max =r.high
C) X.max = max(r.max, x.high)
d) x.max = max(l.max, x.high)
g e) Xx.max = max(l.max, r.max, x.high)
f)  ved ikke

X |[Iow,high] I

max

| | [low,high] I [ [low,high]

max maxX



| overlapper x

Interval Traeer 3
I.low < x.high og x.low < i.high
INTERVAL-SEARCH(T, i)
1 x = T.root /

2 while x # T.nil and i does not overlap x.int

3 if x.left # T.nil and x.left. max > i.low
4 x = x.left
5 else x = x.right

6 return x




INTERVAL-SEARCH(T, [ 9.5,15.5] ) ?

@

b)

[6, 10]
[15, 23]

c) ved ikke

[26,26]

20

INTERVAL-SEARCH(T, i)

1
2
3
4
5
6

x = T.root
while x # T.nil and i does not overlap x.int
if x.left # T.nil and x.left. max > i.low
x = x.left
else x = x.right
return x



Interval Treeer — Korrekthed

x til venstre fori og x.left.max <i.low

x.low x.high  iléw i.high
! X 1 i
venstre undertree i |
| L x.Ieft.maxi
— [ : i
— L b
L hajre Undertrae ~~~~~~~~
i I | I ]

~Seo
S~ee

-
prag

Kan ikke veere overlap i venstre
undertrae, sa sikkert at ga til hgjre

X til venstre fori og x.left.max = i.low

x.low x.high i I(i)w i.high
| X v
| L | x.left.max
— I . :
— | y |

LT hgijre undertrae ~~~~~~~~~~

( | |
| — o

S
~~
~~.

-

Findes overlappende interval y i venstre
undertree, sa sikkert at ga til venstre

| til venstre for x og x.left.max <i.low

ilow ihigh x.low x.high
—— ! »
| | | |
— I L .
— xleftmax v
! ! hgjre undertree \
! :l e

-
\\\\\

Ingen overlap
(overser ikke noget ved at ga til hgjre)

| til venstre for x og x.leftmax = i.low

ilow ihigh x.low x.high
|—|_ —
— . : X
— i
: | — | : --------------
| — xleftmax i ™~
! / hgjre undertrae
! O

1
1
1 [IY
1
I

-
~ -
________

Ingen overlap i hﬂjre undertrae
sa sikkert at ga til venstre



Interval Traeer

Search(T, 1)

Insert(T, 1)

Delete(T, 1)

O(log n)




Fenwick Treeer

Dynamiske praefiks summer i O(log n)

A

€3 9@9"49'49'49" 9? 0"

~
~
~
~
~
~
~
~
~
@ )

Ikke pensum

~
~
~
~
~
SO

1

P

g

Al 3] 1 205 |-4]-5]1]2 43 31-718 1{2]-5]3
0 1 3 4 5 6 7 8 9 11 12 14 15 17
_10112 U
suM(13) ZA F[13] + F[11] + F[7] O
¥ +3 1-73
F| 3|4 1051 |-5[7|2|6]|3[2|8|5|1]|17]-5]-2
0 1 3 4 5 6 9 14 15 16 17

Algorithm IN1T(n)
1 F[0..n] = array with zeros

Algorithm INC(7, d)

I while i <n do

2 Fli]= Fli]| +d

3 i=1|(i+1) (A

Algorithm suM(7)

1 s=0

2 while 7 > 0 do

3 s = s+ Fli]

4 =& (i+1)-1@

5  return s

9 = 01001, 13 = 1101,

11 = 01011, 11 = 1011,
15 = 01111, 7 = 0111,
31 = 11111, -1

Fenwick 1996



Algoritmer og Datastrukturer

Union-find
[CLRS, kapitel 19.1-19.3]



MakeSet(x)

Union(x, y)

FindSet(x)

Union-Find

Opreten ny maengde S={x }

Erstat S,={ ..., x,... } S, ={ ...,y ,... }med S, U S ={ ..., X

(det antages at x og y ligger i forskellige maengder)

Returner en repreesentant for S={ ...x,... }

FindSet(x) = FindSet(y) hvis og kun hvis x og y
er i samme maengde



Eksempel : Union-Find




QX9

Eksempel : Union-Find
®X;

® X1

X; | FindSet(x;)
X, X,
X, X3
X X3
X, X,
Xg X,
Xg X,
X Xy
Xg X,
Xq X,
X10 X10
X11 X4




Treerepraesentation (1)

 Maengde = dobbeltkaedet liste
 MakeSet = lav en ny knude
* FindSet = returner sidste knude

Union = konkatener listerne
@«@«@«@«@* ----- 2 OnaOre©
MakeSet(S, x) O(1)

Union(x, ) O(IS,|+]S,])
FindSet(x) O(|S,])




Treerepraesentation (Il

 Maengde = dobbeltkaedet liste
 MakeSet = lav en ny knude
& «2 «i «? (3

 FindSet = returner sidste knude

« Union = konkatener listerne og opdater pointerne

MakeSet(S, x) O(1)
Union(x, y) O(mIn(|S,,S,]))
FindSet(x) O(1)




Traerepraesentation (Il)
Sekvens af Union

Seetning
Et sekvens af n union operationer tager tid O(n-log n)

Bevis

Hver pointer flyttes hgjest log n gange -hver gang til
en liste der mindst er dobbelt sa stor

@



Traerepraesentation (1)

« Maengde =tree

« MakeSet = lav en ny knude

 FindSet = returner roden

 Union = Saat det "lille” trae under roden af det "store” trae

(starrelse = antal elementer | treeet)



Traerepraesentation (1)

Et tree der repraesenterer en maengde med
n elementer har hgjde ?

a) O(1)

@ b) O(log n)
c) O(vVn)
d) O(n)
e) Ved ikke



Stikomprimering

MAKE-SET(x)

1 x.p=x
2 x.rank =0

UNION(x, y)
1 LINK(FIND-SET(x), FIND-SET(y))

LINK(x, y)
if x.rank > y.rank linking ved rank
y.p=2Xx
elsex.p =y
if x.rank == y.rank
y.rank = y.rank + 1

h B W b —

FIND-SET(x)
1 ifx # x.

2 @IND—S@ stikomprimering

3 return x.p




Analyse af Traerepraesentation
med Rank-Linkning

Lemma
height[rod] < rank[rod]
Size[rod] > 7 rank[rod]

Bevis
Induktion.
MakeSet(S, x) O(1)
Union(x, y) O((log |S,])+(log [S,]))
FindSet(x) O(log [S,])

(Ovenstaende udnytter kun linking by rank)



. Hvor mange bgrn har roden efter Union-
UnlOn(d , k) operationen er udfgrt, nar der anvendes
union-by-rank og sti-komprimering ?

0 N O Ol b WO DN P

) ved ikke




Analyse af Traerepraesentation
med Stikomprimering

Seetning

En sekvens af m Union-Find operationer pa n elementer tager
tid O(m-a(n)) hvor a(n) er den Inverse til Ackerman funktionen
([CLRS], kapitel 19.4) hvor for alle praktiske formal a(n) <4.



Kompakt Repraesentation

 Elementer = heltal 1..n
* rank og p arrays

rank | O 0 0 0 2 1 0 3 2 0 1 1




lkke Rekursiv Lgsning

MAKESETS(Nn)

1 Letpand rank be arrays of size n
2 fori=1ton

3 p[i] =1

4 rank[i] =0

UNION(X, Y)

1 LINK(FINDSET(X), FINDSET(Y))
LINK(X, Y)

1 if rank[x] > rank[y] then

2 PIyl =X

3 else

4 pIxI =y

5 If rank[x] = rank[y] then
6 rank[y] = rank[y] + 1

FINDSET(X)

1 root=x

2 while root # p[root] do
3 root = p[root]

4  while x+#root do

5 y = plx]

6 p[X] = root
7 X=Yy

8 return Xx

* FINDSET kraever to gennemigb af stien



Kun Sti-Komprimering

MAKESETS(n) FINDSET(X)
1 Let p andrank be arrays of size n 1~ root=x
2> fori=1ton 2 while root # p[root] do
3 o[i] = i 3 root = p[root]
A rankfil-=0 4  while x+#root do
5 y = pIx]
UNION(X, ) 6 p[x] = root
1 LINK(FINDSET(X), FINDSET(Y)) 7 X=y
LINK(X, V) 8 return x
1—rankp}=rankp-then
2 PIyl =X
—else * FINDSET kraever to gennemlgb af stien
—pbd=y
5 i£_rankbd = ranklyl-then  Gemmer kun p array

6——ranklyl=rankfy+1 * m operationer tager tid O(m log n)



Alternativ Sti-Komprimering

(Single Pass)

MAKESETS(Nn)

1 Letpand rank be arrays of size n
2 fori=1ton

3 p[i] =1

4 rank[i] =0

UNION(X, Y)
1  LINK(FINDSET(X), FINDSET(Y))

LINK(X, Y)

1 if rank[x] > rank[y] then
2 plyl = x
3 else

4 pIx] =y
5 If rank[x] = rank[y] then
6 rank[y] = rank[y] + 1

FINDSET(X)

1 while x#x.p do
2 p[x] = pIp[X]]
3 x = p[x]

4  return X

ONOROROLZOXOZO

A
FINDSET 9

* FINDSET Kreever et gennemlgb af stien
« Hver anden knude peger pa bedsteforaeldren
* m operationer tager tid O(m-a(n))



Algoritmer og Datastrukturer

Amortiseret analyse
[CLRS, kapitel 16]



E ArrayList (Java Platform SE8) * =+

“— _ @ https://docs.oracle.com/javase/8/docs/api/java/util/ArrayList.html w ﬁr e

Java™ Platform
OVERVIEW PACKAGE USE TREE DEPRECATED INDEX HELP Standard Ed. B

PREV CLASS NEXT CLASS FRAMES NO FRAMES ALL CLASSES
SUMMARY: NESTED | FIELD | CONSTR. | METHOD DETAIL: FIELD | CONSTR | METHOD

compactl, compact2, compact3
java.util

Class ArrayList<E>

java.lang.Object
java_util AbstractCollection<E=
Java.util Abstractlist<E=
Java.util. ArrayList<E=

All Implemented Interfaces:

Serializable, Cloneable, Iterable<Es, Collection<E>, List<F=, RandomAccess

Direct Known Subclasses:
AttributelList, Rolelist, RoleUnresolvedList

public class ArrayList<E=
extends AbstractList<E=
implements List<E=, RandomAccess, Cloneable, Serializable

Resizable-array implementation of the List interface. Implements all optional list operations, and permits all elements,
including null. In addition to implementing the List interface, this class provides methods to manipulate the size of the
array that is used internally to store the list. (This class is roughly equivalent to Vector, except that it is unsynchronized.)

- | an empty figt _ _ _ |
The size, 1sEmpty, get, set, 1terator, and llSWQ—Q-}/F D%eratluns run in constant time. The add operation runs in
amortized constant time, that is, adding n elements'requires O(n) time. All of the other operations run in linear time
(roughlyv speaking). The constant factor is low compared to that for the LinkedList implementation.







Stak : Array Implementation

STACK-EMPTY (5)

1 2 3 4 5 6 7 8 1 ifS.top==0
217 3 6 -3 - 2 return TRUE
T 3 else return FALSE
S.top=6 -
pop =4 push(4) PUSH(S, x)
1 S.top = S.top+1
2 S[S.top] = x
1 4 5 6 7 8
2 1 7 3 6 -3 4. | Popr(S) |
T 1 if STACK-EMPTY (S)
Stop=7 2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.zop + 1]

Stack-Empty, Push, Pop : O(1) tid



Stak : Overlagb

3 4 5 6 7

8

/7 3 6 -3 4

9

T

S.top =8

3 4 o5 6 7

8

Push(13)

9 10 11 12 13 14 15 16

/ 3 6 -3 4

9

13 [

f

S.top=9

Array fordobling : O(n) tid



Array Fordobling

Fordoble arrayet nar det er fuld

1

2

4

0o

Tid for n udvidelser:
1+2+4+---+n/2+n = O(n)

16

32

Halver arrayet nar det er <1/4 fyldt

| —
8

Tid for n udvidelser/reduktioner:

16

O(n)




Array Fordobling + Halvering

— en generel teknik

id for n udvidelser/reduktioner er O(n)
Plads < 4 - aktuelle antal elementer

Array implementation af Stak:
n push og pop operationer tager O(n) tid




Analyse teknik gnskes...

Krav
* Analysere worst-case tiden for en sekvens af operationer
 Behgver kun at analysere den enkelte operation

Fordel

 Behgver ikke overveje andre operationer | sekvens og deres
indbyrdes pavirkninger

« Geelder for alle sekvenser med de givne operationer



Intuition

Der findes ” e " tilstande
og "darlige”/’ubalancerede”

At komme fra en "darlig” tilstand til en
” " tilstand er dyrt

Det tager mange operationer fraen”
tilstand for man er i en "darlig”

For de (mange) operationer
"betaler” vi lidt ekstra for senere at kunne
lave en dyr operation naesten gratis

8

7




Amortiseret Analyse

1 € kan betale for O(1) arbejde
En operation der tager tid O(t) koster t €

Hvornar vi betaler/sparer op er Ilgegyldlgt — bare
pengene er der nar vi skal bruge dem!

Opsparing = Potentiale = ®

Vi kan ikke lane penge, dvs. vi skal spare op far vi
bruger pengene, ® >0

Amortiseret tid for en operation = hvad vi er villige
til at betale — men vi skal have rad til operationen!

Brug invarianter til at beskrive sammenhaengen
mellem opsparingen og datastrukturens tilstand



Sammenhaeng Mellem
Worst-case Tid og Opsparingen @

worst-case tid /

a)

-

BB operationer
worst-case tid /

@ b)

C)

-

BRUBRUNNRENEES operationer

worst-case tid /

:

BRNQRENNpEEEEY operationer

d) Ved ikke



Eksempel: Stak

 En god stak er halv fuld — kreever ingen
opsparing
 Invariant : ® = 2| S.top-|S|/2 |
* Antag: 1 € per element indsaettelse/kopiering
« Amortiseret tid per push: 3 € ?
(har vi altid penge til at udfgre operationen?)
* Hvis ja: n push operationer koster < 3n €
R 2}%‘-1 |

SI/2 Stop=6




Eksempel: Stak
Push = Amortiseret 3€

 Push uden kopiering: WIRRW T I
— Etnytelement : 1 € 2111713 6 -3
— © =||S|/2-top[S]| vokser med hgijst 1, ‘ , S
sd invarianten holder hvis vi sparer 2 € op ISV2 stop=6
— Amortiseret th: 1-+2 =3€ L 2 g g
* Push med kopiering for o117 3
— Kopier S: [S| € — f
— Indseet nye element: 1 € |15|/22 Stop=4
— O far = S|, CD-efter = 2, dvs |S|-2 € frigives srer (2111713 ] 6
— Amortiseret tid: |S|+1-(|S|-2) =3 € \ X
1SI/2 S.top =6

Invariant: ® = 2| S.top-|S|/2 |




211

2111713
RO

211171364 |8

211(7(3[6[(4(8|9

211(7(3[6[4(8|9

) push(1)
) push(7)
) push(4)
> push(6)
> push(4)
> push(8)
> push(9)

> push(5)
5

potentiale

0

potentiale
vaekst

faktisk tid

2+1

4+1

8+1

amortiseret tid

2+1 =3

0+2+1 =3

2+1 =3

2+4+1 =3

2+1 =3

2+1 =3

2+1 =3

-6+8+1 =3



Bineer Teeller

OOOO 1 bit

0001 2 bit
0010%’

0011

0100<

0101<

0110<

0111«

1000
10101110111111
10101111000000

Hvad er en god opsparing- /
potentiale- / ®-funktion ?

a) Positionen af mest betydende 1-tal
b) Positionen af det O laengst til hgjre
c) Antal 1’er i det binezere tal g

d) Antal O’er i det binzere tal

e) Ved ikke




Amortiseret Analyse

* Teknik til at argumenter om worst-case
tiden for en sekvens af operationer

* Behgver kun at analysere operationerne
enkeltvis

« Kunsten: Find den rigtige invariant for



Eksempel.
Rad-Sorte Treeer

Insert(x)

Sgagning — O(log n)
+

Opret nyt rgdt blad — 0O(1)
+

Rebalancering « # transitioner

# transitioner = amortiseret O(1)
® =# rgde knuder

Korollar: Indseettelse i rad-sorte
traeer tager amortiseret O(1) tid, hvis
Indsaettelsespositionen er kendt

:}5@-,

[u—
Do

b
-

“w
—
(5]}
w
—
(5]}

[S=
Do

4

o
[—

Do

w
—
(5]

Do

-

1 2

(R
Do

g

—

/4



The Design
and Analysis
of Computer
Algorithms
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1974



Opgave **4.17 i Aho Hopcroft Ullman "The Design and Analysis of Computer Algorithms” (1974)  Ikke pensum

Union-Find med Sti-Komprimering (uden rank)

3

MAKESET(X) FINDSET(20)

1 Xp=x

UNION(X, )
1 LINK(FINDSET(X), FINDSET(Y))

LINK(X, Y)
1 yp=x

FINDSET(X)

1 if x#x.p do

2 X.p = FINDSET(X.p)
3 return x.p

antal knuder hvor
rangen ikke falder

Faktisk Amortiseret arbejdet
: arbejde (faktisk arbejde + A®D)
Amortiseret analyse _
r Observation MAKESET 0(1) 0 0(1)
Definition rank(x) = Log, |T(x
(x) = Llog, [T(x)l Antag x og y har rang r, dvs. begge | LNk o(1) <logn / O(log n)
r r+1 A
Lemma  rank(x.p) 2 rank(x) _undertreeer har starrelse [27, 2] FINDSET " < K+ m O(log n)

Hvis x fiernes, sa faryrang <r

Potentiale ® =}, rank(x) UNION = 2 X FINDSET + LINK O(log n)




lkke pensum
Union-Find med Sti-komprimering og Union-by-rank

Seetning n MAKESET og m FINDSET og UNION operationer tager tid O((n + m) - log* n)

2 =1 r, =24=16
Definition log* n = mindste i hvor n <r, = 222 }té’lm af hgjde i :;g:j ;::;;;65536
Bevis 9 3 9 3
« Kun rgdders rank kan aendre sig (vokse under link) 73
« En ikke-rod x bliver aldrig rod igen og rank(x.p) > rank(x) - | 3
 Enrod medrank r har = 2" knuder i undertreeet, alle ikke-rgdder rank <r .
« Lemma #knudermedrankrsn/2' ., 4
« En parent-aendring gger rank-forskellen til parent
« Definer laget af en rank r ved A(r) = log* r o '
« Total tid O(n + m + # parent-aendringer) = FINDSET @) © ° MO

O(n+m+m-log*n + Zlagi Zr:ri-1+1..ri n/2"-r)=0(n+m-log*n+ Zlagi n/2%-r)=0((n+m)-log*n)
R PN X

v g 1
(B) parent er allerede (A) parent er i samme N #gange en knude i lag i 211

i et andet lag lag for parent-aendring kan have en parentilag i (antager r, = 0)



Skew heaps — "selvbalancerende” heaps

Sleator og Tarjan, Self-Adjusting Heaps, SIAM Journal on Computing 15(1): 52—-69, 1986

Prioritetska:

— FindMin, Insert, DeleteMin, Meld

Heap-ordnet binaert trae
— Ingen krav til struktur eller dybde

Knude: 1eft, right, element

Prioritetska = pointer til roden

proc FindMin (H)
return H.element

Proc Insert (H, e)

v = new Node (e, Null, Null)

return Meld (H, v)

proc DeleteMin (H)
return Meld(H.left,

H.right)

Ikke pensum

(Me1d next slide)


https://dx.doi.org/10.1137/0215004

Skew heaps
Meld

Hl‘,'
© 0
@ © @
e o O
©

Venstre undertraeer bliver

starre, dvs. <2 + 2:log n

gode knuder kan blive
darlige

H2
i

oo
e

Ilkke pensum

<1+log, n
gode knuder der kan blive
darlige, resten er k darlige

knuder der bliver gode
(frigiver potentiale)

proc Meld (H1, HZ2)
1f H1 = Null then return H2
i1f H2 = Null then return H1
1f Hl.element < H2.element then
return new Node (Hl.element,
else
return new Node (HZ.element,

Hl.right, Meld(Hl.left, HZ2))

H2.right, Meld (H2.left, HI1))

Amortiseret analyse:

Definition God knude v : |v.left|<|v]|/2
Lemma  # gode knuder pa venstre stien <1 + log, n
Potentiale ® =# darlige knuder

Meld amortiseret omkostning:

AOD fra @ AOD fra
A AL

4 A\ 4 N\ 4 N\
<2+2log,n+1+log,n—k+k+1+log,n=0(og n)

faktisk arbejde

= Alle operationer amortiseret time O(log n)



Ikke pensum

Selvbalancerende Datastrukturer
med amortiserede udfagrselstider

Fibonacci

heaps
Minimum 0O(1) 0O(1) O,u(1)
Insert Ov(log n) Oan(1) Ov(log n)
DeleteMin O, (log n) O, (log n) O, (1)
Delete Ov(log n) Ov(log n)
Meld Ov(log n) Oau(1)
DecreaseKey O,y(log n) Oan(1) Ov(log n)
Search Ov(log n)
Skew Heaps Sleator og Tarjan, SICOMP 1986 Oav = amortiseret tid

Fibonacci heaps Fredman og Tarjan, JACM 1987 [CLRS, 3. udgave, kapitel 19]
Splay trees Sleator og Tarjan, JACM 1985 + Cole”, SICOMP 2006


https://dx.doi.org/10.1137/0215004
https://doi.org/10.1145/28869.28874
https://doi.org/10.1145/3828.3835
https://doi.org/10.1137/S009753979732699X

Algoritmer og Datastrukturer

Del-og-kombiner
[CLRS, kapitel 2.3, 4.1-4.5, problem 30.1.c]



Del-og-Kombiner

Algoritme design teknik
Virker for mange problemer (men langt fra alle)

* Opdel et problem P | mindre problemer P,,..,P,, der
kan lgses uafhaengigt
(sma problemer lgses direkte)

* L@s delproblemerne P,,..,P, rekursivt
- Kombiner Igsningerne for P,..,P, til en Igsning for P

p v@

)~



Eksempel. Merge-Sort

MERGE-SORT (A, p, r) @To mindre

delproblemer

if p<r
g = (p+1r)/2, Jl

o Lgs _>MERGE-SORT(A, p,
rekursivt — MERGE-SORT{A, g + 1,7

MERGE(A, p, q,
@Kombinerﬂ (4.7.4.r)

A | soreret | soreret |

1 P q g+l r n




MERGE(4, p,q,r)

1 ny=q—p+1 @Kombiner
2 np=r1r—¢ - .

3 letL[l..n,+ 1] and R[1..n, + 1] be new arrays

4 fori = 1ton,

5 Liil=Alp+i-1]

6 forj = 1ton,

; . Rij]]= Alg + j]

Lin, + 1] = o0
9 Rna+ 1] = oo S
10 =1 | 1 P k ¢ r n
noj=1 AL [ -
12 fork = ptor )
13 if L[i] < R[j] kopi _ 1 2
14 - Alk] = LJi] S [
15 i=i+]1 1 e
16 else A[k] = R[/] -
17 j=j+1 - *
1 j N+l



Merge-Sort : Analyse

Rekursionstraeet

/ \>
[ . (-
[ I 1 o1 Lo 1] C T LT [ [
V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N V S N
i | [0 | 1 o s s e s s i |

Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

Arbejde
O(n - #lag) = O(n - log, n)



Del-og-kombiner, eksempler:

« MergeSort
— Del op i1 to lige store dele
— Rekursiv sortering
— Kombiner = fletning

 QuickSort

— Opdel i to dele efter tilfeeldigt pivot (tilfeeldig opdeling)
— Rekursiv sortering
— Kombiner = ingen (konkatener venstre og hgjre)

 QuickSelect
— Opdel efter tilfeeldigt pivot (tilfaeldig opdeling)
— Et rekursivt kald til select
— Kombiner = ingen



Analyse af Del-og-Kombiner
= analyse af en rekursiv procedure

Essentielt to forskellige mader:

1. Argumenter direkte om rekursionstraeet
(analyser dybde, #knuder pa hvert niveau,
arbejde | knuderne/niveauerne/treeet)

2. Las en matematisk rekursionsligning, f.eks.

T(n)=a hvis n<c
T(n)=2-T(n/2) +an ellers

Bevises f.eks. vha. induktion.



Hvad er rekursionsformlen for MergeSort hvor
man sorterer rekursivt 3 dele af stgrrelse n/3?

A - sorteret sorteret sorteret -

1 p r n
For n=23 ...

a) T(n) =3-T(n) + a-n°
b) T(n) =3-T(n) + a-n

@ ¢ T(n)=3-T(n/3) +an
d) T(n) =3-T(n/2) + a:n
e) Ved ikke

...0gT(n)=c for n<3




Lasning af rekursionsligninger

* Fold rekursionsligningen ud og e e

argumenter om rekursionstreeet

« Geet en lgsning og vis den ved induktion
efter voksende n

T(n)=a hvis n<c
T(n)=2-T(n/2) +an ellers




Rekursionsligninger: Faldgrubber

« Ulige opdelinger glemmes (n ulige, sa er de rekursive kald
typisk n/2, og 'n/2") [CLRS, kapitel 4.7]

« Analyserer typiske kun for n = 2k

* Brug aldrlg O- udtryk | rekursionsformlen — brug konstanter

T(n)=c:n+aT(n/3)



Master Theorem
(Simplificering af [CLRS, Theorem 4.1])

Theorem

Hvis a, b, ¢, d og p er konstanter, hvor a er et heltal og b, ¢, d og p er reelle
ta,a>1,b>1,¢>0,d>1ogp >0, sa har rekursionsligningen

C hvis n < d
T(n)= :
a-T(n/b)+c-nP hvisn >d
folgende lgsning
(O(n?) hvis a < b”

T(n) =< O(n?- -logn) hvisa="b
O (n'e ) hvis a > bP .

\



Lasning til rekursionsligningen?

T(n)=4-T(n/2)+n3 for n>1
HOEKS for n=1

@ a) T(n)=0(n}
b) T(n) = ©(n3log n)
c) T(n) = O(n'%*) = O(n?)
d) Ved ikke




Lasning til rekursionsligningen?

TnN)=4-T(n/2)+n for n>1
HOEK for n=1

a) T(n)=0O(n)
b) T(n) =0O(nlog n)

@ ©) T(n) = O(n'%*) = O(n?)
d) Ved ikke




Lasning til rekursionsligningen?

T(n)=5T(n/4)+n% for n>1
HOEK for n=1

@ a T(n)=0(n?
b) T(n) = ©(n?log n)
C) “(n) — @(nlog4 5) — @(n1.161)
d) Ved ikke




Lasning til rekursionsligningen?

T(n)=9-T(n/3) +n? for n>1
HOEK for n=1

a) T(n) = O(n?)

@ b) T(n)=O(n%log n)
c) T(n) = O(n'°%?) = O(n)
d) Ved ikke




Lasning til rekursionsligningen?

T(n)=7-T(n/2) + c-n* for n22
HOEK for n=1

a) T(n) = O(n?)
b) T(n) = ©(n?%-log n)
c) T(n) = ©(n"2)
@ d) T(n) = O(nPe:7) = O(n28L)
e) T(n) = ©(n’)
f) Ved ikke




Dybden af rekursionen?

hvis n <d

. C
T'(n) = { a-T(n/b)+c-n? hvis n>d
a) log n It
n/b n/b n/b
e e
b) Ogb n n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b?
e
-+ n/b3n/b? n/b3
@ c) log, (n/d) VB /b n
d) logy (n/b) T
d d d

e) Ved ikke n/bk<d ?



= ; _Je hvis n <d
Dybde = 0.10g, (n/d) - 1 log,, (n/d) T(n) = { ST A
# delproblemer al alogp (n/d) -
Starrelse af delproblemer n/b d /<>a\
Tid per delproblem c-(n/b)P C n/b n/b n/b
Tid per lag ai-c-(n/bi)p c-alogp (n/d) — T~ T T
n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b? n/b?
log,, (n/d)-1 — T
_ 4 logy (n/d) i A i\p n/b3 n/b3 n/b3
T(n)=0|c-a -+ Za c-(n/b') |
(bunden af rekursionen) i=0 (lagi=0..log, (n/d) - 1) i
log, n—1 \ /bp log, n 1 /I\
_ . 9109 " .nP. Py (a/b”) for a=b”
—(H)[c a°%" +c.n iZ(;(a/b ) T 4 d d
( (1 for a<b®) ([ n®  for a<b”)
=@ n"%*+nP.{ logn for a=b" |=0|<{n”-logn for a=b"
\ )a/b'”)Iogbn for a>b® n®*  for a>b"
; \ N J
909N _ ploga (bp)|09bn —n°




Multiplikation af lange heltal

2387 * 3351
= (23 * 10° + 87) * (33 * 10° + 51)
= 23 * 33 * 104 + (23 * 51 + 87 * 33) * 10?2 + 87 * 51
= 759 * 104 + (1173 + 2871) * 10% + 4437

7590000
117300
287100
4437
7998837

+ + + |




Multiplikation af lange heltal
n/2
- -ENE

a) T(n) =2-T(n/2) + a-n?
b) T(n) =4-T(n/4) + a:n
@ c) T(n)=4-T(n/2) + a:n
d) T(n) = 4-T(n/2) + a-n?
e) Ved ikke
...ogT(n)=c for n=1 — T(n) — O(nZ)




Multiplikation af lange heltal

[CLRS, problem 30.1.c] Karatsuba 1960

| og J hver heltal med n bits
Naive implementation kraever O(n?) bit operationer
Lad 1 =1-2"2+] og J=J.-2V?+],

-J = 2" +((1-1)-(I-Ip)+ -Jy +1, - J)-202 +1 -,
T(n) =3-T(n/2) + c:n forn>2
T(n)=c forn=1

T(n) — O(n|0g2 3) — O(n1.58)



Multiplikation af lange heltal

+4000 &r o(n?)

Del-og-kombiner

log, 3
Karatsuba 1960 O(n=:s)

Schonhage-Strassen 1971 | O(n - log n - loglog n)

~Urer 2007 O(n - log n - 200og* n))
Harvey, Hoeven 2018 O(n - log n - 221og™n)
Harvey, Hoeven 2019 O(n - log n)

Ikke pensum: Anatolii A. Karatsuba har skrevet en artikel om historien af multiplikation. The Complexity of Computations,
Proceedings of the Steklov Institute of Mathematics, 1995, vol. 211, 169-183 (russisk original)



https://doi.org/10.1145/1250790.1250800
https://arxiv.org/abs/1802.07932
https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-02070778
https://www.researchgate.net/publication/258001835_The_complexity_of_computations
http://www.mathnet.ru/eng/tm1120
http://www.mathnet.ru/php/archive.phtml?wshow=paper&jrnid=tm&paperid=1120

Matricer

m =3 repraesenterer
sgjler / kolonner lineaer transformation R3 — R*
/3 2 -1 X 3xX1 + 2xy — xg\

1
.15 0 4 | %, | = 5x1 + 4x5
reekker \7 -2 0 Xs \ 7x1 — 2%, /
1 3 2 X1 + 3x, + 2x3
1 X m matrix sgjlevektor sgjlevektor
m X 1 matrix n X 1 matrix

Regneregler

Matrix addition Matrix subtraktion Multiplikation med
(n X m matricer) (n X m matricer) konstant
1 2 5 6 6 8 6 2 2 6 4 —4 1 2 3 6
(3 4) + (4 1) = (7 5) <3 4) — (4 1) = (—1 3 ) 3 (—2 3 >=<—6 9 )
5 6 3 3 8 9 5 6 3 3 2 3 4 -1 12 -3
(A+B)+C=A+(B+0) c(dA) = (cd)A

A+B=B+A A-(B+C0)=A-B)—C  ((4+B)=(cA)+ (cB)



Matrix Multiplikation

= komposition af linesere transformationer

J

J
d; A A, (b, b, b, Chp  Cp Cip
L |8y dy an |0y Dy b,, | i|l€; Cy Cop
anl anz a~nm \bml bm2 bmp Cnl Cn2 Cnp
n X m matrix m X p matrix n X p matrix

Cij = 2k=1.m ik’ Dy

Regneregler

(AB)C = A(BC)
AB+ C) = (4B) + (AC)
(A+ B)C = (AC) + (BC)

AB # BA



Matrix Multiplikation

Cy, GCp Gy a, a, - By b, - by

Cxr Cp - G p | Ay 3y o Gy b21 b22 T bz P

Cnl Cn2 T Cnp anl anz e anm bml me e bmp
n X p matrix n X mmatrix m X p matrix

—
MATRIX-MULTIPLY (4, B)

if A.columns # B.rows
error “incompatible dimensions”
else let C be a new A.rows x B.columns matrix
fori = 1to A.rows
for j = 1to B.columns
Cij — 0
for k = 1to A.columns
cij = Cij + aik by

O 0 1IN N B W

return C

Naive implementation: tid O(npm)



(Kvadratisk) Matrix Multiplikation

n n .
— X — matrix
2 2

(% 1)-

NN N~

|

n X n matrix

|

AE +BG
AF +BH
CE + DG
CF +DH

[CLRS, kapitel 4.1-4.2]

E F
G H

n X n matrix

(¢ 5)(

n X n matrix

« A B, ... K, Lern/2xn/2-matricer

* 1, J, K, L kan beregnes med
8 rekursive multiplikationer og
4 matrix additioner
pa n/2 x n/2 -matricer

 T(n) =8-T(n/2) + c-n?
T(n)=c
* T(n) = O(n%%) = O(n°)

for n>2

forn=1




Strassen’s Matrix Multiplikation

(x2)=(22)(5)

I = S85+45¢+4+54—35

1969

J = Si+8 51 = AMF—H) 3
S = (A+B)H e
83 = (C4+D)E <
S4 = D{G—E) 3
BT o Ss = (A+DNE+H)|S
S¢ = (B—DWG+H)| 3
$7 = (A—CKHE+F) |3

L = §—85—8+55



Strassen’s Matrix Multiplikation

Ar  w, O(nw)

. . .. . 2
Bruger 18 matrix additioner (tid O(n4)) og 1969 28074

7/ rekursive matrix multiplikationer 1979 2.780
1981 2.522
1981 2.517

T(n) = 7-T(n/2) + ¢-n? for n>2 Loee 2
1990 2.3755

"(n) =C for n=1 2010 2.3737
2013 2.3729

2014 2.3728639
2020 2.3728596

* T(n) = O(nl*%:7) = O(n287% 02 2o
2025 2.371339

en.wikipedia.org/wiki/Computational complexity of matrix multiplication



https://en.wikipedia.org/wiki/Computational_complexity_of_matrix_multiplication

| MATHEMATICIANS ARE WEIRD I

YOU KNOW
THAT THING THAT
WAS 23728634~

1T DOWN TO
2.372%596

¥

A

https://www.smbc-comics.com/comic/mathematicians smMbC -comics.com



https://www.smbc-comics.com/comic/mathematicians

Konveks Hylster

T(n)=2-T(n/2) +c:n forn>2
T(n)=c forn=1 T(n) = O(n-log n)



Skyline

(afleveringsopgave)

Tn)=?-T(n/?)+? forn>2
T(n)=c forn=1




Algoritmer og Datastrukturer

Selektion 1 worst-case lineaer tid
[CLRS, kapitel 9.3]

Manuel Blum, Robert W. Floyd, Vaughan Pratt, Ronald L. Rivest, and Robert E. Tarjan, 1973



Selektion

Find det I’'te mindste element | en liste

l= 10 5 12 3 1 7 42 9 15

SELECT(L, 5) =9

Algoritme Tid
Randomized-Select { O(n) forventet
[CLRS, Kap. 9.2] O(n?) worst-case

Deterministic-Select

[CLRS, Kap. 9.3] O(n) worst-case




Randomized-Select:

Find det i'te mindste element | A[p..r] (1 <i1<r-p+l)

pivot

RANDOMIZED-SELECT (A, p,r,i)

X IX > X

1 ifp==r PG r

2 return A[p] ' k
q = RANDOMIZEA, D7)
k=q—p+1 |
ifi ==k ~// the pivot value is the answer
return A|q]
elseif i < k =
return RANDOMIZED-SELECT(A, p,q — 1,1)
else return RANDOMIZED-SELECT(A,q + 1,7,i —k)

O 00 JdJ ON Ut B W



Randomized-Select 15

5 6 1 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 | 11 22(1? 3 |17 |14 |16 |19 8|6 21| 7 [13] 9
g
20 | 11 22(1-5\ 3 17|14 1619 8|6 21| 7 [13]0
—~ Divot
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11 | 12 | 13 14(' 15'
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Randomized-Select

« Randomiseret algoritme (vaelger pivot tilfeeldig)
— pivot veelges | midterste del med en vis sandsynlighed
« Eksempel pa del-og-kombiner

— kun 1 mindre delproblem Igses rekursivt

— hele tiden bruges i opdelingen
(kombination returnerer blot resultatet fra rekursionen)

 Tid: worst-case O(n?), forventet O(n)

— Analysen kan ikke anvende Master Teoremet



Deterministic-Select

« Samme idé som Randomized-Select
— Veelg et element som pivot
— Opdel m.h.t. pivot
— Lav hgijst ét rekursivt kald pa dem der er < eller > pivot

* Ny idé
— Rekursivt brug Select til at finde god pivot

« Analyse
— Del-o0g-kombiner

Tn)<T(a-n)+TMbh-n)+c-n

— Kan ikke bruge Master teoremet ®



Deterministic-Select

SELECT(A, I)

1 if |A|<5 then

sort A and return 1’th element
partition A into G;,...,G5: Where |G;| <5
medians = { g; | g; median of G; }
pivot = SELECT(medians, |medians|/2,)
partition A w.r.t. pivot into A_, A_ and A,
If 1<|A.| then

return SELECT(A_, I)
If 1>]A_| + |A_| then

return SELECT(A.,1—|A|—|AZ|)
return pivot

sma input —

[l

beregn pivot —

[

O 00 NO OB Wb

max 1 rekursivt kald |
(som randomized select)

=
o

[



A =30, 37,91, 78, 34, 76, 22, 72,
99, 63, 57, 57, 83, 97, 78, 44, 3,
25, 44, 86, 44, 82, 52, 26, 53,
90, 70, 17, 9, 56, 76, 89, 9, 37,
39, 80, 84, 23, 42,97, 72, 26

Sorter grupperne hver for sig

rekursivt find medianen =—»

Kvaliteten af pivot ?

< pivot

grupperne permuteret sa —»
medianerne er opdelt m.h.t. pivot

Eksempel

G, G G G G - Gipys

30 76 57 44 44 90 76 80

37 22 57 3 82 /0 89 84 72

91 72 83 25 52 17 9 23 26 betragtinput som /57 grupper
/8 99 97 44 26 9 37 42

34 63 /8 86 53 56 39 97 _ _ _
pivot = median(medians)

30 22 57 3 26 9 9 23
34 63 57 25 44 17 42 26
|37 72 78 44 52 56 39 80 72 | medians
78 76 83 44 53 70 76 84 |
o1 99 97 86 82 90 89 97
30 3 26 o o 22 Bl 23 ;
-----i---- =10 A

|
|
_____________________ s’
----:---- > pivor




Hvor stor er A_. maksimalt ?

A_ er alle elementerne | A som er mindre end pivot elementet

a) ~3/10 - |A|
b) ~1/4 - |A|
c) ~1/2-|Al
d) ~7/10 - |A|
e) ~3/4 - |A|
f) Ved ikke

|

|

. |

< pivot :
l

|




Rekursionstrae SELECT(A, 1)

venstre rekursivt hajre rekursivt kald
kald for at finde for A_eller A,
pivot blandt medians . /

———————————————————————————————————————————————————

10 10 10

Note: Beviset ignorer at der til de rekursive kald kan veere O(1) ekstra elementer nar n ikke kan dividers med 5 og 10



Analyse

tid for at finde

rekursivt fald for at rekursivt kald for medianen af hver
bestemme pivot A_eller A, af grupperne og at
lave opdelingen |

\ \ A A_og A,

T (n) (2 + . £ 5

— — C'Nn orn >
T(n) < 5 10
C for n <5

\

tid for at sortere
< fem elementer

Note: Beviset ignorer at der til de rekursive kald kan vaere O(1) ekstra elementer nar n ikke kan dividers med 5 og 10



Analyse

n n
T(n) < T(§)+T 10 +c-n forn>>5

C for n <5

Bemeerk | rekursionstreeet er summen af stgrrelserne i
dybde i + 1 hjst - + - = = gange stgrrelsen i dybde i

j
T(n)SZ?iOC-n-(l%):c-n-1_11=10-c-n
10

Note: Beviset ignorer at der til de rekursive kald kan veere O(1) ekstra elementer nar n ikke kan dividers med 5 og 10



Analyse (ved induktion)

n mn
T( )+T< >+c-n for n > 5

T(n) < 5 10
C for 1<n<5
Visat T(n) <k-n
Bevis
Basis 1 <n<5: T(n) <10:-c-n

T(n) <k:n hvis c<k.
Induktionsskridt n > 5:

T(n)<T()+T( )+c-n§k~—+k-—+c n—(k +c)n<k n

hvis k—+c<k < csk(1—i) o 10-c<k.
10 10

Note: Beviset ignorer at der til de rekursive kald kan veere O(1) ekstra elementer nar n ikke kan dividers med 5 og 10



Praecis Analyse

(teettere analyse end CLRS)

|Imedians| Al IA
N _max{A], |A.] }
.
T z T 3 n/5] 2 f 5
T(n) < - ([ED-I_ n— 5 + +c-n for n>
. C forn <5

Lagsning T(n) < c-max{1,10n — 30}

Bevis: For 1 < n < 15 udregn rekursionsligningen...

8 9 10 11 12 13 14 15

1 2 3
T(n)/c < 1 1 1 1 1 8 16 25 35 46 28 38 49 61 44
1 1 1

max{1,10n — 30} 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

(fortseettes)



Praecis Analyse (fortsat)

For n > 16 bevis ved induktion.

Induktionshypotese (antag at vi allerede har bevist)
T(k) < c-max{1,10k — 30} for 1 <k <n-—1.

Induktionss

T(n) < T(

n
So(lO[ﬂ—SO +10<n—3

Kridt (vis for n)

+2>+c-n

@ +2>—30+n)

) erlo-afH

2

SC-<1O<E+1)+1O<n—3(;151)+2>—60+n>

5 2

=c-(10n — 30)

O



Worst-case antal sammenligninger
for Select forn =57

a) 1
o)
c) 3
d) 4
e) 5
f) 6
@ 97
h) 8
) 9
]) Ved ikke



Endnu mere Praecis Analyse .
# Sammenligninger

beregne beregne
medians \ A, |A-| og |A,]
[/ In/5] n /
T([ED_I_T n—3 — + 2 +7[§}+ n—1 forn>5
T(n) < A«
n 1 2 3 45 for n < 5
\ Tm)< 01357

Lasning T(n) < max{n,24n — 72}

Bevis: n < 15 check manuelt. n > 16 ved induktion.

T(n) < O 1 3 5 7 21 38 57 79 103 66 88 112 138 104
max{n,24n—72} 1 2 3 24 48 72 96 120 144 168 192 216 240 264 268




Selektion

Algoritme

Tid

Randomized-Select

[CLRS, Kap. 9.2]
Hoare 1961

O(n) forventet

O(n?) worst-case

Deterministic-Select

[CLRS, Kap. 9.3]
Blum et al. 1973

O(n) worst-case

Median worst-case sammenligninger

Dor, Zwick 1995, 1996

<2.95n
>(2+¢€)n

g2




Algoritmer og Datastrukturer

Dynamisk programmering
[CLRS, kapitel 14]



Dynamisk Programmering

Generel algoritmisk teknik — virker for mange (men
langt fra alle) problemer

Krav: "Optimal delstruktur” — en lgsning til problemet kan
konstrueres ud fra optimale Igsninger til "delproblemer”

Rekursive lgsning:
— Typisk eksponentiel tid

Dynamisk Programmering:

— Genbrug lgsninger til delproblemer
— Beregn dellgsninger systematisk

— Typisk polynomiel tid



Dynamisk Programmering: Optimal
opdeling af en stang

Problem: Opdel en stang i dele, hvor hver del har en pris,
saledes at den resulterende sum er maksimereret

ens lgsninger
r 1 1 5 1

En stang af leengde 4 kan opdeles 8 forskellige mader — dog kun 5 forskellige resultater

length i | 1
price p; | 1 5 8

2 3 4 5 6 7 8 9 10
9 10 17 17 20 24 30



Maksimal veerdi for en opdeling af en
stang af leengde 127

d) 34
@c)35-30+5
f) Ved ikke



Optimal opdeling af steenger af leengde 1..10

Bedste pris Opdeling

ri = 1 1=1 <(nocuts),

rp = 5 2=2 (nocuts),

rs = 8§ 3 =3 (nocuts),

Fqa = 10 432+2,

rs = 13 S5=2+4+3,

re = 17 6 =6 (nocuts),

r; = 18 T=14+60r 7=2+4+2+3,

Fg = 22 822+6,

ro = 25 9=3+6,

rio = 30 10 = 10 (no cuts) .
lengthi |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pricep; |1 5 8 9 10 17 17 20 24 30



Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning

(

0 hvis n =0
‘max;_; ,(p;,+r,_;) ellers

CuT-ROD(p, n)
1 ifﬂ ==

2 return 0

3 q = —

4 fori = 1ton
) g = max(q, pli] + CUT-ROD(p, n — i)
6 return g



CuT-ROD(p,n)

1
2
3
4
5
6

Optimal opdeling af en stang: Rekursiv
lgsning

CuT-RoD(p,2) allerede beregnet

ifn==0
return 0
q = —O

fori = 1ton
g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —1i))
return ¢

. =

hvis n=0
max._, .(p,+r._) ellers

Tid O(2")




Optimal opdeling af en stang: Rekursiv
lgsning

CuT-ROD(p,n) e" eg“‘

1 ifn==0

2 return 0

3 g=-— . 0 hvis n=0
4 fori = 1ton " |max,_, . (p +r_) ellers

5 g = max(q, p[i] + CUT-ROD(p,n —1i))

6 returngq



Optimal opdeling af en stang:
Rekursiv lgsning + Memoization

MEMOIZED-CUT-ROD (p, n)

1 letr[0..n]be anew array

2 fori =0ton

3 rli] = —o0

4 return MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p,n,r)

MEMOIZED-CUT-ROD-AUX(p,n,r)

if r[n] >0
return r[n]
if n ==
qg =10
else g = —o0
fori = 1ton
g = max(q, p[i] + MEMOIZED-CUT-ROD-AUX (p,n —i,r))

rln] = q <€— husk resultatet !
return g

O 00 ~J N D B W N =




Optimal opdeling af en stang:

Systematisk udfyldning

BoTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)

let 7[0..n] be a new array

rj0] =0

for j = lto n <— raekkefglgen V|gt|g !
q —_— ' .
fori = 1t0]

g = max(q. pli] +r[j — i)

rljil =g¢

return r|n]

oIS e N N TV G RS




Optimal opdeling af en stang:
Udskrivning af lgsningen

EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p, 1)

1 letr[0..n] and s[0..n] be new arrays

2 r[0] =0

3 forj =1ton

4 g = —00

5 fori = 1to i.|012345678910
6 Mg <pi el i) N
7 g = pli]+rlj —1i]

8 sljl =1

9 rljl = ¢
10 return r and s

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, n)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p,n)
2 whilen >0

3 int s[n] | .
4 om— s Tid O(n2+n)



Hvad udskrives der forn =7 ?

PRINT-CUT-ROD-SOLUTION (p, 1)

1 (r,s) = EXTENDED-BOTTOM-UP-CUT-ROD(p,n)
2 whilen >0

3 print s[n]
4

f) Ved ikke



Lad X = x¢,...,2, og W = wy, ..., w, vere sekvenser af leengde n, hvor der til hvert
element x; er knyttet en positiv vaegt w;.

I denne opgave gnsker vi at finde en voksende delsekvens af X som har maximal vaegt.
Det vil sige at vi gnsker at finde en delsekvens 7; < 29 < --- < 4, af positionerne, hvor

Ty < Tyy < -+ < @y, Og summen w;, + w;, + ...+ w;, er stgrst mulig.

Eksamensopgave 4, august 2008

Maximal veegt d)
for en voksende )
delsekvens? g)

OO NO OIS WDN PP

i) Ved ikke



Vi |

det sidste element 1 delsekvensen.

w; +max{ MEH(j) |1 <j<iANx; <z} hvisder findes 1 <j <iAz; <z

MEH(i) = {

w; ellers

Eksamensopgave 4, august 2008

MEH(6) ?

msf = —oc (svar til spargsmal b)
fori=1ton

m =0

forj=1to1—-1

it z; < and MEH(j) > m then m = MEH(j)
MEH(j)=m+ w;
it MEH(j) > msf then msf = MEH(j)

return msf

OO ~NO OIS WDN PP

Ved ikke




Laengste Faelles Delsekvens



Laengste Faelles Delsekvens ?

ABABGACBABAD
BACABAABABC
@ 2 BACBABA
b) B ABB AB Svaret ikke entydigt
@ c) BAABABA delsekvens (oracio)
d) BACABAB Eksponentielt mange

mulige delsekvenser

e) Ved ikke



Laengste Faelles Delsekvens

| 0 | ifi =0orj =0,
—» c[i,jl=(cli—-1,j—1]+1 ifi,j >0and x; = y; ,
/ \max(c[i,j —1),cli —1,j]) ifi,j > 0andx; # y; .

laengden af en laengste feelles delsekvens af x;x,--*x; 0og Y1Yo Y,



a) 1

c[5,3] ? @ b2
Cc) 3
Y =[ABABGACBABAD d) 4
X =|IBACABAABABC e) 5
f 6
g) 7

h) ved ikke

0 ifi =0o0rj =0,
cli,jl=Rcli—1j—1]+1 ifi,j >0and x; = y;,

max(c[i, j — 1].c[i = 1,j]) ifi,j > Oandx; # y; .



Laengste Faelles Delsekvens

I Y; A
0 x 0
1 A N,
] ;
Y= [BDCABJA ° 0 2
N, / 3 0 !
X=|ABCBIDAB ., R 1
]
T
5 D| | >
;
PR
7 B | 5
| 0 : ifi =0orj =0,
cli,jl=cli—-1Lj—-1]+1N ifi,j >0and x; = y;,
max(cli, j — 1], cli _'T‘l’j]) ifi,j > 0and x; # y; .




Laengste Faelles Delsekvens

LCS-LENGTH(X,Y)

O 00 1 ON Ut W N

e e e e e e N
SN O R W= O

18

m = X.length
n = Y.length

let b[1..m,1..n]and c[0..m,0..n] be new tables

fori = 1tom

cli,0] =0

for j = Oton

cl0,j] =0

fori = 1tom
for j = 1ton
ifx,- ==Y;

cli,jl=cli—1,j —1]+1

bli, jl ="\

elseif c[i — 1, j] > c[i,j — 1]
C[l,]] — C[i T I’J]

bli, j] =17

else c[i, j] = c[i,j — 1]

bli, j] = “«
return ¢ and b

??

?”

o — IO

/
/

e o L
/

1

— = —

D — D9 —>
T
W

N — N —

SR SR SE N
w —

W —> W
/




Laengste Faelles Delsekvens

PRINT—LCS(b,X,i,j) j 0 1 2 3 4 5 6

1 ifi==0o0rj==0

2 return

3 ifb[i, jl=="“\N"

4 PRINT-LCS (b, X,i —1,j — 1)
5 print x;
6

7

8

/

S —> O
-/

2 lwolw oo 7 e [T

U
T

/"

T

elseif b[i, j] == “1”
PRINT-LCS(b, X,i — 1, j)
else PRINT-LCS (b, X,i, ] — 1)

N — N —> — ) = —>
R SR SR SRy

/

Tid O(n+m)



Pladsforbruget for LCS algoritmen
til at finde en LCS ?

a) O(n +m)

@ b) O(nh-m)
c) Ved ikke

I
0
1
2
3
4
5
6
7

LCS leengden

Fyld tabellen ud reekke-for-reekke
— husk kun den sidste reekke

O(min {n,m}) plads



| |
Beregning af en LCS 1 O(nh + m) plads

ldé

Beregn stien uden at huske matricen

1) Beregn hvor stien krydser
den midterste reekke

2) Beregn rekursivt de to del-stier

Tid O(n-m)
Plads O(n+m)

Eksempel pa del-og-kombiner
anvendt i en dynamisk
programmerings algoritme

Hirschberg 1975



Laengste Faelles Delsekvens

O(n-m) tid dynamisk programmering

dynamisk programmering og
SAsm) [Fleteis del og kombiner [Hirschberg 1975]

Aben problem

Kan man lgse leengste feelles delsekvens problemet for to strenge af leengde n i tid O(n?¢) ?
— Det ville bryde med den sakaldte Strong Exponential Time Hypothesis

Abboud, Backurs, Williams. Tight Hardness Results for LCS and Other Sequence Similarity Measures.
In Proc. 56th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS’15), pages 59-78, 2015.

Bringmann and Kiinnemann. Quadratic Conditional Lower Bounds for String Problems and Dynamic Time Warping.
In Proc. 56th Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS’15), pages 79-97, 2015.



https://dx.doi.org/10.1109/FOCS.2015.14
https://doi.org/10.1109/FOCS.2015.15

Ilkke pensum

I—
O
(/)

— Hunt-Szymanski (1976)

0 1 2 3 4 5 6
y 8(2)B c(2)B s Antag f& parvise matches
» x |0]lolololo]o]o -
calololalalalala]l2 r=K0DIx=y} < nm
. B |0 122‘2221,3] A B C
(3@0 ]1‘2\2 213 |3 [1,25] r=22+23+11=11
cclol1]2]2T3d3]|3]|[124]
s BIOJ]1]2[3]3 \F4 1,2,3, 6] (1,5) (1,2) (2,6) (2,3) (2,1) (3,5) (3,2) (4,4) (5,6) (5,3) (5,1)

« Beregn ikke LCS tabellen eksplicit; kig kun pa matches

« LCS(X,Y)=LIS(Matches(X, Y))
Sorter voksende I, aftagende |; LIS = laengste voksende delsekvens m.h.t. |

|ILCS|: Beregn for hver reekke L = den farste kolonne indeholdende 1, 2, 3, ...
og kun andring i L for hver reekke — totalt r binaere sggningeri L

Tid O((m + n + 1) - log min(n, m)), plads O(min(n, m)) NCPC 2024 — Double Deck



https://open.kattis.com/problems/doubledeck

Tekstformatering — Linieskift

https://tex.stackexchange.com/questions/120271/alternatives-to-latex/120279#120279

The first paragraph of Herman Melville’s Moby Dick typeset using three different programs.
The text is set using Garamond Premier Pro 12/14 in a 5 cm wide column, fully justified.
Created by Roel Zinkstok of Zink Typography (www.zinktypografie.nl), January 2010

Microsoft Word 2008

Call me Ishmael. Some years
ago - never mind how long
precisely — having little or no

money in my purse, and not@

ing particular to interest me on
shore, I thought I would sail
about a little and see the w
tery part of the world. It is a
way [ have of driving off the
spleen, and regulating the ci
culation. Whenever I find m
self growing grim about the
mouth; whenever it is a damp,
drizzly November in my soul;
whenever I find myself inv
untarily pausing before coffin

‘IYGI'PI’\I\IICPC an‘l l\r;nrn'nn 1T1Y

Adobe InDesign cs4

Call me Ishmael. Some years
ago — never mind how long pr
cisely — having lictle or no n108
ey in my purse, and nothing
particular to interest me on
shore, I thought I would sail
about a little and see cthe watery
part of the world. It is a way I
have of driving off the spleen,
and regulating the circulation.

Whenever I find myself grO\O

eing grim about the mouth;

whenever it is a damp, drizzly
November in my soul; wheneo
er I find myself involuntarily
pausing before coffin warehou@

F=3sJ '\nr‘ ‘\r;nn;nn’ 111y rl'\P "o " I\‘:

pdf-LaTeX 3.1415926

Call me Ishmael. Some years
ago — never mind how long
precisely — having little or no
money in my purse, and not@
ing particular to interest me
on shore, I thought I would
sail about a little and see the
watery part of the world. It
is a way I have of driving off
the spleen, and regulating the
circulation. Whenever I find
myself growing grim about the
mouth; whenever it is a damp,
drizzly November in my soul;

whenever 1 find myself invc@

untarily pausing before coffin

waraehaticee and hrinoinci1in the



Problem CLRS 14-4 Printing neatly

“Consider the problem of neatly printing a paragraph with a monospaced font (all characters
having the same width) on a printer. The input text is a sequence of n words of lengths I, |,,...,
|,, measured in characters. We want to print this paragraph neatly on a number of lines that hold
a maximum of M characters each. Our criterion of “neatness” is as follows. If a given line
contains words i through j, where | < j, and we leave exactly one space between words, the
number of extra space characters at the end of the line is

M-j+i- 2k,
which must be nonnegative so that the words fit on the line. We wish to minimize the sum, over
all lines except the last, of the cubes of the numbers of extra space characters at the ends

of lines. Give a dynamic-programming algorithm to print a paragraph of n words neatly on a
printer. Analyze the running time and space requirements of your algorithm.”



=

-

r(i.))

lig

lisz

Ii+3

i) =M-j+i-2;l

pris = r3+r2+r3+r,°




Problem CLRS 14-4 Printing neatly

Pris for at udskrive de farste j ord pa hele linier:

lil- 0 hvis j = 0
"I min{C[i-1]+r(, )3 |1<i<j A r(i,)) = 0} hvisj>0

Bedste lgsning er:

min{C[j] |0<j<n A r(j+1, n) = 0}
t
|

ord j+1,j+2,...,n pa sidste linie




Printing neatly

1 // beregn r 15 // udskriv bedste lgsning

2 for 1 = 1 to n 16 proc udskriv(3j)

3 sum = 0 17 if § > 0 then

4 for j = 1 to n 18 i=1I[7]

5 sum = sum + 1[j] 19 udskriv(i - 1)

6 r{i,3] =M - J + 1 - sum 20 print ord[i]..ord[]j] <newline>
7 // beregn C 21 k = n - 1

8 CI0] =0 22 for 3 =0 ton - 2

9 for J =1 ton 23 if r[j+1,n]>=0 and C[j]1<C[k] then
10 C[j] = +o ”a K = 3

11 for i =1 to ] 25 udskriv (k)

12 if r[i,j1>=0 and C[i-1] + r[i,J]"3<C[]] then 26 print ord[k+1]..ord[n] <newline>
13 Clg] = C[i-1] + r[i,3J]"3

1 5] - i Tid og plads O(n?)

. 0 hvisj=0|| . . : :
CD]={min{C[i—1]+r(i,j)3|15:’5] A =or hisjso | MINCL] [ 0<j<n A r(j+1,n) = 0}




" . - - i G v Gy ) [
Matrix Multiplikation | —
Cr;ll CF;IZ Cp;p3 al;ll ar;12
P1XP3 P{X P>

MATRIX-MULTIPLY (4, B)

if A.columns # B.rows
error “incompatible dimensions”
else let C be a new A.rows X B.columns matrix
fori = 1to A.rows
for j = 1to B.columns
Cij = 0
for k = 1to A.columns
cij = Cij + ik - by

O 00 I O\ WL B WMo

return C

Multiplikation af to matricer A og B af stgrrelse
P1 X P, 0g Py X p3 tager tid O(p;-p,-Ps)



Matrix-kaede Multiplikation

(A-B)-C eller A(B-C) ?

Matrix multiplikation er associativ (kan seette parentesser som man vil) men
ikke kommutativ (kan ikke bytte rundt pa reekkefalgen af matricerne)




Hvilken reekkefglge laver mindst
(primitive) multiplikationer ?

g a.) (AB)C 2*10*50+2*50*20 = 3000
b) A(BC) 10 *50 * 20 + 2 * 10 * 20 = 10400
c) Ved ikke

A=2x10 B=10x50 C=50x 20



Matrix-kaede Multiplikation

Problem: Find den bedste reekkefglge (parentesser)
for at gange » matricer sammen

hvor A; er en p,_; X p; matrix

NB: Der er Q(4"/n32) mulige mader for parentesserne



Matrix-kaede Multiplikation

m[l1, J] = minimale antal (primitive) multiplikationer

e s AL Pia X Pk PuX P
for at beregne A A; A A (e )

m[z',jlzgo //i =7,

min {mli, k] +mlk + 1, j] + piapep;} ifi <.

i<k<j

RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, I, )
1 ifi==]
2 return 0
3 mli,j] =
4 fork =itoj—1
5 g = RECURSIVE-MATRIX- CHAIN(p,l,k)
+ RECURSIVE-MATRIX-CHAIN(p, k + 1, ])

+Pz 1Pk Dj
6 if g <mli, j]
7 mli, j] = ¢

8 return mli, j] . Tld Q(4n/n3/2)



Matrix-kaede Multiplikation

MATRIX-CHAIN-ORDER(p)

1 n = p.length—1

2 letm[l..n,1..n]and s[1..n —1,2..n] be new tables

3 fori =1ton |

4 mli,i] =0

5 for!/ =2ton // [ is the chain length

6 fori = 1ton—1+1 |

7 j=i+[l-1

8 mli, j] = oo

9 fork =itoj—1 -

10 q = mli,k] +mlk + 1, j] + pi-1pxpj .

11 ifg <mli, ] . o Tid O(n°)
12 mli, j] = q |

13 sli,jl =k mli, j] = oo ; e
14 return m and s bl Bl Sl Sl S b SR




Matrix-kaede Multiplikation

matrix | Aq Ap Az Ag As Ag

dimension|30><35 35 x 15 _15><5 5x10 10x20 20x25



Matrix-keede Multiplikation

PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,1, J)
if i == j |
~ print “A”;
else print “(”
PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,1, s[i, j])
PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, s[i, j] + 1, j)
print *)”

N R W =

Tid O(n)



Hvad udskrives der fori1 =1 0g | =6?

PRINT-OPTIMAL-PARENS (5,17, j)
1 ifi==j
2 print“A”;
else print “(”
PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, 1, s[i, j])

3
4
5 PRINT-OPTIMAL-PARENS (s, s[i, j] + 1, ) Y
6 print “)”

a) ((A1A2)(A3(A4A5)A)))

D) ((A1((A2A3)((A4A5)A6))))
@ C) ((AL(AA3))((ALA5)A,))

d) ((AL(A; (Az (A4(AsA))))))

e) Ved ikke



1
2
3
4
5
6

"Memoized”
Matrix-kaede Multiplikation

MEMOIZED-MATRIX-CHAIN(p)

n = p.length — 1
letm[l..n,1..n]be anew table
fori = 1ton

m[i,j]=§

0 | ifi =j,
min {m[i, k] +mlk + 1, j] + piciprp;} ifi <j.

i<k<j

for j =iton
mli, j] = o0
return LOOKUP-CHAIN(m, p, 1,n)

S

LOOKUP-CHAIN(m, p,i,j)

o0

9

N B W=

if mli, j] < oo
return m[i, j|
ifi ==j
mli,j] =0
elsefor k = itoj — 1
g = LOOKUP-CHAIN(m, p,i,k)

+ LOOKUP-CHAIN(m, p,k + 1, J) + pi—1 Pk P;

ifg <mli, j]
mli, j] = 4
return mli, j|

Tid O(n3)



Optimale Binaere Sggetraeer

node depth probability contribution

k1 1 0.15 0.30
ko 0 10.10 0.10
k3 2 - 0.05 0.15
kq 1 0.10 0.20
ks 2 0.20 0.60
dy 2 0,05 0,
(& (2+1)x010 - 0.;_(3%]
, d; 3 0.05 0.
Forventet sggetid 2.80 Zi g 882 ggg
do ky dy k, d, ks ds k, dy ke ds ds 3 0.10 0.40
———————> T 7.80

o P1d1 P20, P3d3 P4 44 Ps5 Js

I 0 1 2 3 4 5
Di 0.15 0.10 0.05 0.10 0.20
gi | 005 0.10 005 0.05 0.05 0.10




Optimale Binaere Sggetraeer

n n
ZPI—FZQ;:l w (1, ])_ZPE+ZQI
i e I=i—1
i=1 i=( W(Bf)

do ky dy k, d, ks dy k, dy ke de
—_— >

Qo P1 91 P, 9, P393 P4 A4 Ps ds

E [search cost in 7]

Y (epthy (k) + 1) - p; + Y _(depthy (d;) + 1) - g;
i=1 i=0

n h
1+ ) depthy (k) - pi + ) _ depthy(di) - g; O
=] =0

. ifj=i—1,

8[f=f]={ ~ U +elr+1, j14+wG@ N} ifi=j.
f-b ;E}*I-}:l;{e[z ¥ elr 0 @

forventet optimal tid for et sggetrae indeholdende k;...,k; og d;;...,d;




Optimale Binaere Sggetraeer

OPTIMAL-BST(p,q,n)

1 lete[l..n+1,0..n],w[l..n+1,0..n], (g - =i,
and root[1..n,1..n] be new tables el J1 = {g@i{e["’r — el +1Lj1+wl )} i</

2 fori = 1ton +1 |

3 eli,i — 1] = q; 1

4 wlii—1] =gy L

5 for/ = 1ton do k.l d, k.z d, .ks ds .k4 d, .ks ds -~

0 fOl’l‘: l.tonh_l_l_l Qo P1 91 P2 02 P3 03 P4 U4 Ps Qs

7 J=i+[1-1 |

8 - eli,j] = o0

9 i) = wli.j — 1]+ p; +4; C v

10 forr =ito;

11 | t =eli,r—1]+e[r+1,j]+ wli, /]

12 if7 <eli,j] |

13 o eli,jl =t @ @

14 | rootli, j] = r

15 return e and root Tld O(nB)



Konstruktion af
Optimalt Binaert Sggetrae

W(3l,4)

do ky d; K, d, ks dy K, d Ke de
—_—— D

Qo P1 91 P2 92 P3 A3 P4 A4 Ps Os




Hvad er roden | et optimalt
binegert sggetrae ?

a)

@ o
C)
o)

e) 5
f)  Ved ikke

=

N

4

?\—?\—w?\—?\—z—




Dynamisk Programmering

Generel algoritmisk teknik

Krav: "Optimal delstruktur” — en lgsning til problemet kan
konstrueres ud fra optimale Igsninger til "delproblemer”

Rekursionsligning

Eksempler

— Stang opdeling

— Leengste feelles delsekvens
— "Printing neatly”

— Matrix-kaede multiplikation
— Optimale sggetreeer



Algoritmer og Datastrukturer

Gradige algoritmer
[CLRS, kapitel 15.1-15.3]



Gradige Algoritmer

* Problemer hvor en lgsning kan konstrueres ud
fra en lgsning for kun et mindre delproblem

* Delproblemet kan identificeres effektivt

(simplere end dynamisk programmering)



Laengste Faelles Delsekvens ?

ABABGACBABAD
BACABAABABC
@ a) BACBABA
Svaret ikke entydigt

b) BABBAB et

g C) BYAVAYSYAY VAN delsekvens (gradig)
d) BACABAB  [eespeiss
e) Ved ikke




Er BACBABA en delsekvens af
ABABGACBABAD ?

Mulig forekomst ABAB GACBA BAD
/Observation Hvis der findes en forekomst, sa findes
ogsa en forekomst der matcher det fgrste B i strengen
ABABGACBABAD

Y
Find rekursivt ACBABA

Tid O(n)



Hvilken Ilgsning finder den
gradige algoritme?

a) ABABGACBABAD

@ b) ABABGACBABAD
c) ABABGACBABAD
d) Ved ikke



Udveelgelse af Aktiviteter

i @2 3@s5 6 7 o 10 @
ss |1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
fil4 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16

Input: n aktiviter med starttid s; og sluttid f;

Output: Maximal maengde ikke-overlappende aktiviteter



Udveelgelse af Aktiviteter

1 1 2 3.4 5 6 7 8 9 10 11

s |1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12

fit4 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16
H [ * @ [ ° o Y ®

Observation: Der findes altid en maximal lgsning som indeholder
aktiviteten med den tidligste sluttid (gradig-valg egenskab)

Preprocessering:. Sorter aktiviteterne efter sluttidspunktet



Gradig sletning

() ) ——( ) () ) —( D — () — (D V——
(AN VA A A VA A O O A O O A 2 4

16

15

14

13

12

11

10



Udveelgelse af Aktiviteter

il1 2 3.4 5 6 7 8 9 10 11
s;s |1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
fila 5 6 7 9 9 10 11 12 14 16 <— sorteret

GREEDY-ACTIVITY-SELECTOR (s, f)
1 n = s.length

2 Az{al} © ® ° )

3 k=1 T

4 form = 2ton e o ot o9
5 if s[m] > f k] o I 2 3 4 5 6 7 8 9§ 10 11 12 13 14 15 16
6 A= AU{a,}

7 k=m

8 return A

Tid O(n-log n)



Huffman koder



ASCII
Tabel

83,,= 53,5 = 101 0011,

w0 =~ N h W R - O

B
c
D
E
F

0
MU

=0H
=TH
ETH
ECT
ERlca
ACH

FF
CR

=0
=l

1

DLE space

ey
HIN

Cnz2

Cnz3
AOFF

Lz
A,
=Y
ETH

F=
5

R
L=

2

L0 0~ N\ P~ b — O )

et

O M =] e

O = =Z|r A - — | I G MM

e L B A =R -

O oo — Mm99 O W

- O I =]

e e PR o B L = B O e e R

el



Strengen "AU”
som binaer?

00010010101101
11000011110101
10000011010101
00011100101110
Ved ikke

0
1
2
3
4
o
6
T
g
9
A
B
C
D
E
F



Komprimering

Givet frekvensen af symbolerne I input, erstat
Input symbolerne med kortere bitstrenge
(fast-leengde eller variabel-laengde)

a b C d e  f
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 011 100 101
Variable-length codeword 0 101 100 111 1101 1100

NB: Variabel-leengde skal vaere prefix-fri



Fixed-leengde vs variabel-laengde

a b C d e f
Frequency (in thousands) 45 13 12 16 9 5
Fixed-length codeword 000 001 010 011 100 101 > UeTgreeerss)
Variable-length codeword 0O 101 100 111 1101 1100 14s+3:13+12+16)+4%(9+5)

= 224 bits




Huffman Koder

HUFFMAN(C)

1 n=|C| - o | 73] [59) 617 61 (518 (5
2 0 =C S -

3 fori =1ton—1

4 allocate a new node z N :

5 z.def = x = BXTRACT-MIN(Q) @ E
6 z.right = y = EXTRACT-MIN(Q) | 5] =9

7 z.freq = x.freq + y.freq o Y

8 INSERT(Q,z) o

9 return EXTRACT-MIN(Q)  // return the root of the tree

Tid O(n-log n)



Huffman Koder

@ ([£35] [9])[c:12] [b:13] [a:16] [a45] (b)
0

(d)

|d:16] |[a:45]




Korrektheden af Huffman Koder

Saetning Der findes altid en optimal prefix kode hvor de to
mindst hyppige symboler (x og y) har samme kodeleengde
og kun adskiller sig i sidste bit

X 0g y mindst hyppige
|lgs problemet hvor dette er et blad



t@ TopCoder Open 2014 — Round 1A (500 point)

Input: En streng S, afstand d

Ouput: En streng S’ = leksikografisk mindste permutation
af S, hvor ingen tegn flyttes mere end d positioner



Gradig lgsning

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N 7 ” ” ” ” ” ”
~ ~ ~ ~ ~ ~ < A, 7 7’ 7 7 7 7
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ < ” ” ” ” ”
~ ~ ~ ~ N NN ~ ” ” ” ”
~ ~ ~ N 2N 72 N7 N2 N7 ’ ’ ’
N N ~ AN PN PN N PN 7 7
~ ~ ~e £ 3 ” »” ” ” 7 7
~ NN ~ ~ ~ ~ 7’
N2 N2 N7 N2 N2 N2 N2 SN2
S=CODTEPOR

Algoritme Konstruer S’ fra venstre mod hgijre
- tag det tegnet leengst til venstre i vinduet, hvis ubrugt
- ellers tag leksikografisk mindste tegn (det leengst til venstre hvis flere ens)




Dynamisk Programmering vs Gradig

Fractional
Knapsack

Problem 0-1 Knapsack

item 3 $120

$100

item 1 $100

$60
$60  $100  $120 knapsack = $220 = $160




0-1 Knapsack

Maximal veerdi hvis man har volume 11 ?

woume Q@) 4 Q)

Veerdi 3 5 4 6

a) 10

b) 11

c) 12 Souesnanes,

d) 13 Ikke ngdvendigvis
@ o 14 onlosnng med

f) 15

g) Ved ikke



Dynamisk Programmering vs Gradig

Fractional

Problem 0-1 Knapsack Knapsack

$120
$120
T 0] $100
: +
zrem..] $100 +
[ : irHES $60 [y $60
$60  $100  $120 knapsack = $220 =$160 = $180
c(k,v) = bedste veerdi blandt k farste objekter ved volume v tilbage Gradigt
( 0 hvis k =0 fy|d | efter
_ aftagende
|max{c(k —1,v), veerdi, +c(k-1,v—volume,)} hwvis volume, <v




Volume 2 3 4 5

0-1-Knapsack Veerdi 3 5 4 6

c(k,v)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
ofoJoJoJoJoJoJoJoJoJo]o]o .
1({0|0]3[3|3|3[3|3|3 /3|33 Systematisk

k2[o]o|3|[5|5|8|8|8|8|8]|8]s -
3|lolol3|s5]|5|8|8|9]912]12]1 tabeludfyldning
4lolo|3|s5]|5|8]8|ol1]12]14]14

c(k,v) v

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0) 0 ~- Q\.Q 9\ 0 ~ 9 0\ - 9
1 T >3 -{3; - P >3 >3 -~ - —p .

) po ety Ly o= Rekursion +
2 | -] 8 [ - | 8 |
3 N o e = R N “memoization”
4 >14




Generelle
Algoritmiske Design Tenikker

* Del-og-Kombiner
— Disjunkte delproblemer
 Dynamisk Programmering
— Overlappende delproblemer

— Husk allerede beregnede delresultater

— Systematisk beregning af lasninger til alle mulige delproblemer
(eller memoization)

« Gradige Algoritmer
— Kun et delproblem



Algoritmer og Datastrukturer

Graf repraesentationer, bredde farst sggning (BFS)
[CLRS, kapitel 20.1-20.2]



Grafer

ey

Uorienterede grafer Orienterede grafer

G =(V,E) graf med knuder V og kanter E

E : {u, v} kant mellem u og v i en uorienteret graf og
(u, v) en orienteret kant fra u til v

n = |V| = antal knuder

m = |E| = antal kanter (forbindelser mellem knuder)



Planar Grafer - Eulers formel

V| =5
E|=7
# flader = 4

For en sammenhaengende planar graf gaelder:
Eulers formel: | |V| - |E| + # flader = 2

] (for |V| = 3, ingen selvigkker,
Korollar: |E| < 3|V| -0 ingen parallelle kanter)



Hvilken Igsning finder den
gradige algoritme?

a) ABABGACBABAD
@ b ABABGACBABAD
c) ABABGACBABAD

d) Ved ikke




il . BAT S e N
> T = TS

N/ E3 Microsoft Excel - Copy of SheepFlock

@_] File Edit ‘Wiew Insert  Format  Tools Daka  Window Help  Adobe POF

AR NE=N" BEYR= NN - TR - R A RSNt
H15 - & =B15"518
A | E | C | D
. Description of animals in flock during the year.
Ewes in flock: 700 [Green cells are those you can change.]
Lambing rate: 4 times pel 3 years = 1.33 timesfyear. |
Lambs weaned/lambing: 1.5 Days of lactation/lambing: 6l
Adult death loss per year: 3% Days in lactationfyear: =]
Postweaning lamb loss: 2% Lambs weaned per ewe per year: 2.0
Ewe culling rate: 15% Ram culling rate: 0%
Fams/ 100 ewes: 1 (Only 1/3 of ewes bred per seasaon under STAR system.) Inventory
Weaning Market Final Price Value or sale
Number wt, Ib wt, Ib wt. 1b $/1b per head value
Ewes 700 150 $1.00 $150 $105.000
Hams B 200 $2.00 400 $3,200
Ewe lamb rplcmnts 126 100 $1.25 F125 $15,750
Ram lamb rplcmnts q i 130 $2.00 F2E0 $1.300
Ewe larmbs sold 560 $1.10 577 $43 120
Fam lambs =ald B3 : $1.10 57 po2 437 1
Cull ewes sold 105 $0.30 45 B4 725
Cull rams sold =] $0.30 $50 $300
Fleece weight per adult J03 $0.30 $1.80 B1,.274
Inventory: $125,250
Sales: $101.856

4 4 » w[Sheep flock /
Feady




Hvilken beregningsraekkefglge ?

_-__
1 10D L 205 a
_IC IIC

— sttt

a) C1 C2 A3 B3 C3
b) A3 B3 C2 C1 C3

@c) C2 C1lC3 B3 A3
d) Ved ikke




O e ) e e
¥ E3 Microsoft Excel - Book?1
p 5 File Edit Wew Insert Format  Tools Data  Window  Help  Adobe PDF

Edﬁlﬂ&l:ﬂu&l?’ﬂlﬁ%E‘ﬂ'.ﬁl~”*f‘4'|%1*%lil|@4§@

Rl
B3 = =AT+
A C

@ Microsoft Excel Help
e P

= Show &ll

Allow or correct a circular reference

When a formula refers back to its own cell, either directly or indirectly, itis called

—_—_— m a dircular reference. Microsoft Excel cannot automatically calculate all open
Circular Reference workbooks when one of them contains a drcular reference. You can remove a
| =7 Pa arcular reference, or you can have Excel calculate each cell involved in the

R crcular reference once by using the results of the previous iteration. Unless you
change the default settings for iteration, Excel stops calculating after 100
iterations or after all values in the drcular reference change by less than 0,001
between iterations, whichever comes first,

1
2
3
4
5
=
[
g
5

P Locate and remove a circular reference

I Make a drcular reference work by changing the number of times Microsoft
Excel iterates formulas







Rute pa kort

Fra Kannikegade 1 , 8000 &rhus C
Til Guldsmedgade 1, 8000 Arhus C
e ey Via
Afstand: 1,2 km Tid: 0:02 | bEFF;E RS H
i
Z S &2
iz = o 2
,* = N‘é QL .E’ < BEASSING
= & Yo
% Norre & &%
5" £
@ 3
N @%
Kiostergade Ko7
wor Frue Kirke™ T D ()
& Pl
ygpde L0SHrtor 5
]
s
_F:U BASSIN 2
o
_
H@EEAHHEN
Honngrkajen
FIER 1
BASSIN A
N
L G [ oom

1= kraks Forag A5 @ 055, Fortet ma ikke eftergeres uden skattlg tlladelze fra kraks Forag AS



Hvor mange knuder skal man bruge
for at repraesentere et ve|kryds?

o
~
= O 00 01 b N B

h) Ved ikke




Kort over Vest-Europa

= 18.029.721 knuder 9/] Lv
= 42.199.587 orienterede kanter >

traffic mobility logistics.

R e
(DG RS D-C- & —

o

[eticrl @ %=xuo
Jsxes @803




! s e i
£ X | MORE DETAL |
i 1 T 1

LA e b
5--'.':'-:~ R A R R e I I e AR

T i T

_ LOM | CENTER: -12209221 37 6378
Ll on Us (R)

i =:.= gii i&wﬂw; Efaks Inc. 1984=2000 Al rights reserved. Uss subject o LICEN

“However, because of the size of the routing data, we have to use heuristics

when planning routes. As a result, sometimes a Favor Highways route will be
slightly faster than the Fastest route.”

— MapsOnUs



= Rejseplanen - Windows Internet Explorer

5@ - |E} hkkp: e, rejseplanen. dky

V| LR |Gu:u:u;||e

File Edit ‘Wiew Favorites Tools  Help

E} Rejseplanen

W

[

b Wazlge anden Fra/Til |

| Dine valg \

Fra: Skagen st

Til: Redby Farge
Udrejse: 27.04.07

Kl.: 10:00 (Afgang]

| Owversigt , Tidligere forbindelzer [&]

Station/Stop Dato Kl. Varighed Skift Transportmidler
O sages oser e oee e 2 BBG
O Redoy Farge 27.04.07 Ane_17:35 7:39 s BBn.
a = e 2 BB
O Redny Farge 27.04.07 Anke. 15135 741 : BB6a
Rodby Farge 27.04.07 an. 23:21 8:37 : BRCTRR

[» wis valgte | [k wis ale |

| Din rejseplan

Senere forbindelzer [+]

e

Skagen st 7.04.07 Afg. 13:54 Frivatbane Retning:
Frederikshawvn st 7.04.07 Ank. 14:31 1) PP7s Frederikshavn st
Frederikshavn st 27.04.07 m b Til fods 0 min.

Frederikshavn Busterminal 27.04.07 S5e kort

Frederikshavn Busterminal 27.04.07 Afg. 14:35 _ ¥-BUS Retning: Aalborg
Aalborg Busterminal 27.04.07 Ank. 15:48 b X-B 973X Busterminal

Aalborg Busterminal 27.04.07 m b Til fads 3 min.

Aalborg st 27.04.07 Se kort

salborg =t 27.04.07 Afg. 15:59 B cLsa IC Lyntog Ret”i"EILKﬂbEﬂhE\’" H
Hgje Taastrup =t 27.04.07 Anle. 20:14 3;?;’;';‘;1” d"';ere" &r un

Heje Taastrup st 27.04.07 Afg. 20:23 Regionaltog Retning: Redby
Redby Fa=rge 27.04.07 Ank. 22:31 E ¥ RE 82273 F==rge

Varighed: 8:37; kerer 27. apr, 11. maj

Bemazsrkning: En station/stop er passeret flare gange, hvilket kan have betydning for prisudregningen af billetten.

£

a Internet

A 100%:

-




Tid Hor. Ska. Ry Aar.

10:43
10:49
10:57
10:58
11:00
11:08
11:09
11:11
11:12
11:18
11:25
11:26
11:31
11:40

Find tidligste knude for Ry der kan nas

Rejseplan (Horsens til Ry)

IC Re

ICL RX

125 3329 27 5335

O

Algoritme

fra en given start-knude i Horsens

Tog  Ank Afg Station

] 10:43 Horsens
IC125 10:57 10:58 Skanderborg St

11:12 Aarhus H
11:00 Horsens
Re3329 1131 Aarhus H

11:11 Horsens
ICL27 11:25 11:26 Skanderborg St
11:40 Aarhus H

10:49 Aarhus H
RX5335 11:08 11:09 Skanderborg St

11:18 Ry St

uddrag af kgreplaner



Graf repraesentationer:
Incidenslister og incidensmatricer

L R R N I
Y Y 4 L
L I A TS I S

¥

/T

/ Uorienterede grafer /

Plads O(n+m) Plads O(n?)
1 2 3 4 5 6
\1 2| 4|/ \1010100
2 [ 5]/ 2[00 0@ 1 o
(1) (3D (3) 3| 6] B[/ 3]0 0001 1
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Orienterede grafer



Graf repraesentationer:
... et par flere alternativer

Kantliste
(list/array med par af heltal)

(1,2) | (1,4) | (2,5) | (3,5) | (3,6) | (4,2) | (5,4) | (6,6)

Kompakte incidenslister
(to arrays med heltal)
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Bredde farst sggning (BFS)

BFS(G,s)

1 for each vertex u € G.V — {s} u.color:

2 u.color = WHITE WHITE = knuderne endnu ikke besggt
3 u.d = 00 GRAY = knuderne i kgen Q

4 =~ NI BLACK = knuderne besggt

5 s.color = GRAY u.d = afstand til s

6 s.d=020

7 s.7m = NIL | u.z = faderen til u i BFS treeet

8 (Q =4

Q = kg af gra knuder
13 EVESEEQUE;E(%’S) (som er forbundet til sorte knuder)

11 u = DEQUEUE(Q)

12 for each v € G.Adj[u]

13 if v.color == WHITE

14 v.color = GRAY

15 vd=ud+1 Q |r|tlx
16 V. = U 1 2 2
17 ENQUEUE(Q, v) .

18 u.color = BLACK (© Tid O(n+m)
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Er nedenstaende et BFS trae?

a) Ja

@ b) Nej

c) Ved ikke




BFS : Udskrivning af sti frastil v

PRINT-PATH(G, s, V)

1 ifv==s
print § |
elseif V.77 == NIL o
print “no path from” s “to” v “exists”
else PRINT-PATH(G, s, V. 7)
Cprintv

N U A W



Algoritmer og Datastrukturer

Dybde farst sggning (DFS), Topologisk Sortering,
Steerke Sammenhaengskomponenter
[CLRS, kapitel 20.3-20.5]






Dybde Farst Sggning (DFS)

DFS(G) u.color
1 for each vertex u. -GV WHITE = knuderne endnu ikke besggt
2 u.color = WHITE GRAY = knuder pa rekursionsstakken
3 u.m )= NIL BLACK = knuderne besggt
4 time = 0
5  for each vertex u € G.V u.z = faderen til u i DFS treeet
6 if u.color == WHITE : ;
7 DFS-VISIT(G, 1) @i "discover time” for u
= "finishing time” for u

DFS-VISIT(G, u)

1 time =-iime + 1 // white vertex u has just been discovered

20 u.d = time

3 u.color = GRAY

4 for each v € G.Adj{u] // explore edge (u,v)

5 if v.color == WHITE

6 V.= U

7 DFS-VISIT(G, v)
'8 u.color”"= BLACK // blacken u; it is finished

9 time = time + 1 _
100 u.f = time Tid O(n+m)






Kan en knude have 13/17 som
DFS discover/finishing tider ?

a) Ja

@ b) Nej

c) Ved ikke



1 2 3 4 5 6 7 8 91{]1'112131'41.516
@ xxnwwz s vvuwon

§ = trae-kanter
B = tilbage-kanter
C= kryds-kanter

F = fremad-kanter



BFS og DFS anvendelser

BFS Finde afstande til startknuden
(afstand = antal kanter, f.eks. RushHour)

DFS Topologisk sortering
Steerke sammenhaangskomponenter
(Planaritets testning)



Antag der findes sti aJ\* b i en orienteret graf.
Geelder der altid at a.f > b.f ?

a) Ja

@ b) Nej

c) Ved ikke




Antag der findes sti a"J\M® b i en orienteret graf
uden cykler.
Geelder der altid at a.f > b.f ?




Acykliske Grafer:
Topologisk Sortering

11/16 17/18

12/15 shoes ) 13/14

.....

17/18 11/16 12/15 13/14

Alle kanter gar fra venstre-mod-hgjre

9/10 1/8 6/7 2/5 3/4



{' E3 Microsoft Excel - Copy of SheepFlock
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[?.J File Edit Yew Insert Format Tools Data Window Help Adobe PDF

INEHRIGRT SR S| 8 8 LSO
H18 v A =B15"G18
A | B [ ¢ [ o [ E [ F ]
I. Description of animals in flock during the year.
Ewes in flock: 700 [Green cells are those you can change.]
Lambing rate: 4 times per 3 years = 1.33 times/year.

Lambs weaned/lambing: 1.5 Days of lactation/lambing: 60

Adult death loss per year: | 3% Days in lactation/year: 80

Postweaning lamb loss: 2% Lambs weaned per ewe per year: 2.0

Ewe culling rate:|  15% Ram culling rate: 30% _
Rams/100 ewes:| 1 {Only 1/3 of ewes bred per season under STAR system.) Inventory |
Weaning Market Final Price Value or sale
Number wt, Ib wt, Ib wt, Ib $/1b per head value

Ewes 700 150 $1.00 $150 | $105,000
‘Rams ‘ g 200 $2.00 5400 $3,200 |
Ewe lamb rplcmnts _ 126 v _ 100 $1.25 $125 $15,750 |
Ram lamb rplcmnts _ 5 : 130 $2.00 $260 $1,300
Ewe lambs sold _ 560 » $1.10 $77 $43 120
Ram lambs sold _ 681 10| _ _ $1.10 $77 $52.437 1
(Cull ewes sold ‘ 105 $0.30 $45 $4,725 |
Cull rams sold 5 $0.30 $E0 $300
Fleece weight per adult 708 b $0.30 $1.80 $1.274
Inventory: = $125.250
Sales: $101.856

{4« » »]\Sheep flock /
y ) Ready

— 7 G Y
- ]

w R ' )
RN\ |

Topologisk sortering = en reekkefglge hvor vi kan beregne cellernes indhold




Hvor mange mulige mader kan man
topologisk sortere grafen ?

a)l
b) 2
c)3
d) 4
e)5
f) 6
9) 7
h) 8
) 9
]) Ved ikke




Kahn 1962

Topologisk Sortering (I)

Algoritme: Gradigt slet en knude med indgrad 0 (og udgaende kanter),

og tilfg] knuden sidst | den topologiske orden
Tid O(m+n)



Tarjan 1976

Topologisk Sortering (I1)

TOPOLOGICAL-SORT(G)

1 call DFS(G) to compute finishing times v.f for each vertex v
2 as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list

3 return the linked list of vertices _
Tid O(m+n)



Sammenhangskomponenter

Opdeling af knuderne | en uorienteret graf
i komponenter C,,...,,C,, saledes at

uogveriC; hvis og kun hvis der er

en stimellemuogv
C,

; ©
C,

Cs

DFS/BFS,tid O(m+n)



Staerke Sammenhangskomponenter
Opdeling af knuderne | en orienteret graf |
komponenter C,,...,C,, saledes at
uog v eriC hvis og kun hvis der bade er
* en sti fra u til v og
e en stifravtilu




Antal steerke
sammenhangskomponenter ?

a) 1
o)
@ o 3
d) 4
e) 5
f) Ved ikke

Eksamensopgave 1(d), sommeren 2009
{A,B,D,E,G,H,J}, {C}, {F, 1}



Tarjan 1972

Staerke Sammenhangskomponenter

STRONGLY-CONNECTED-COMPONENTS (G)

1 call DFS(G) to compute finishing times u.f for each vertex u

2 compute G |
3 call DFS(GT), but in the main loop of DFS, consider the vertices

in order of decreasing u.f (as computed in line 1)
4 output the vertices|of each tree in the depth-first forest formed in line 3 as

separate strongly connected component

DFS(G)

1 for each vertex u € G.V
2 u.color = WHITE
3 u.m = NIL

4 time =0

5 foreach vertex u € .V C——
6 if 1. color == WHITE

7 DFS-VIsIT(G, u)

DFS-VISIT(G, u)
time = time + 1 // white vertex u has just been discovered
u.d = time
u.color = GRAY
for each v € G.Adj[u] // explore edge (u,v)
if v.color == WHITE
VT =U
DFS-VIsSIT(G, v)
u.color = BLACK // blacken u; it is finished
time = time + 1

u.f = time Tld O(m+n)

SO XIANWN DA W -

—



Staerke Sammenhangskomponenter

T

DFS treekanter mellem to steaerke
sammenhangs-komponenter

De stgrste finising tider |
hver komponent udgar en
(omvendt) topologisk
sortering af komponenterne



Ikke pensum

Planaritets test

* Planaritets test = givet en uorienteret graf, afgar om grafen
er planar, dvs. kan tegnes I planen uden at kanterne krydser

« Kan lgses vha DFS (kompliceret)

{B, D}, {B, E}, {C, D}, {C, E}, {D, E},
{D, F},{E, F}, {E, G}, {F, G}}

E = {{A, C}, {A, E}, {A, F}, {A, G}, {B, C}, Qe

Hopcroft, Tarjan, Efficient planarity testing, JACM 1974



https://doi.org/10.1145%2F321850.321852

Algoritmer og Datastrukturer

Minimum udspeaendende treeer (MST)
[CLRS, kapitel 21]
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ZVLASTNI OTISK Z CASOPISU ,ELEKTROTECHNICKY OBZOR"
Roé. 15. Cis. 10. Praha IIL, Cihelna 102. 5. bfezna 1926.

'

Dr. OTAKAR BORUVKA:

Prispévek k reseni otazky ekonomické stavby
elektrovodnych siti.

Ve své praci ,0 jistém problému mini-
malnim"*) odvodil jsem obecnou vétu, jiZ jest ve
zvlastnim pripadé feSena tato tloha:

Vroviné (v prostoru) jest dino n bodd,
jejichz vzdjemné vzdalenosti jsou ve-
smés ruzné Jest je spojiti siti tak, aby:

< oo o9 %0
o 5 o
o of 0 o
[} o o o
oY
© 3 75 o
2 5 6 ©
° o O o
10
o o ° 2
o o
° o
b o o
Obr. 1

1. kazdé dva body byly spojeny bud
piimo anebo prostfednictvim jinych,

2. celkova délka sité byla co nej-
mens$i.

Obr. 2.

Jest ziejmé, Ze FeSeni této ulohy muZe miti v elek-
trotechnické praksi pii navrzich plana elektrovodnych
siti jistou dulezitost; z toho duavodu je zde struéné na

‘) Vyide v nejbliz8{ dobé v Pracich Moravské pri-
rodovédecké spoleénosti. >

prikladé vylozim. Ctenate, jenZ by se o véc bliZe za-
jimal, odkazuji na citované pojednani.

ReSeni ulohy provedu v pripadé 40 bodd danych
v obr. 1.

Kazdy z danych bodt spojim s bodem nejbliZSim.
Tedy na pi. bod 1 8 bodem 2, bod 2 s bodem 3, bod 3

Obr. 3.

s bodem 4 (bod 4 8 bodem 3), bod 5 s bodem 2, bod 0
8 bodem 5, bod 7 8 bodem 6, bod 8 s bodem 9, (bod 9
s bodem 8) atd. ObdrZim Fadu polygonalnich tahu 1,
2,.... 13 (obr. 2).

Kazdy z nich spojim nejkrat3im zpisobem s fa-
hem nejbliz§im. Tedy na pi. 1 s tahem 2, (tah 2 s ta-

Obr. 4.
Orazec prevracen,

hem 1), tah 3 s tahem 4, (tah 4 s tahem 3) atd. Obdrzim
radu polygonalnich taht 1, 2,.... 4 (obr. 3).

Kazdy z nich spojim nejkrat$im zplisobem s ta-
hem nejblizsim, Tedy tah 1 ¢ tahem 3, tah 2 8 tahem
3 (tah 3 ¢ tahem 1), tah 4 s tahem 1. Obdriim konelné
jediny polygenalni tah fobr. 4), jenZ Fesi danou ulohu.

Matematicky istav Masarykovy university v Brné,

v lednu 1926.

Otakar Boruvka. Prispévek k feseni otazky
ekonomickeé stavby elektrovodnich siti.
Elektronicky Obzor, 15:153-154 (1926)



Minimum Udspandende Trae (MST)

Problem
Find et udspaendende trae for en sammenhaengende uorienteret veegtet
graf saledes at summen af kanterne er mindst mulig



Veegten af et minimum
udspaendende trae?

a) 10
@ b) 11
c) 12
d) 13
e) 14
f) 15
g) 16
h) Ved ikke




IKKE PENSUM

En anvendelse af MST
(Euklidisk) Korteste Hamiltonske Cykel

>

-~
~

Seetning : Touren fundet vha. et MST
er en 2-approximation til en korteste cykel

( |Touren| =2 IMST| og |MST]| < |korteste cykel| )



Minimum Udspeandende Traeer: Snit

Seetning :
Hvis alle vaegte er forskellige, sa geelder der for ethvert snit (S,V-S) at den !
letteste kant der krydser snittet er med i et minimum udspsendende tree

_______________________________________________________________________________________________________________________



Antag modsaetningsvis et MST med et snit Nyt udspeendende trae
hvor mindste kant e ikke er med i MST med mindre vaegt \

. Seetning i
. Hvis alle veegte er forskellige, sa geelder der for ethvert snit (S,V-S) at den |
. letteste kant der krydser snittet er med i et minimum udspaendende tree !



Hvis man for en sammenhaengende graf endnu ikke
har fundet tilstraekkeligt mange kanter til at de udgar
et MST, kan man sa altid anvende snit saetningen ?

@ 2 Ja

b) Nej
c) Ved ikke

Seetning

Hvis alle veegte er forskellige, sa geelder der for ethvert snit (S,V-S) at den
letteste kant der krydser snittet er med | et minimum udspaendende trae




' Hvis alle vaegte er forskellige, sa geelder der for enhver cykel at den
‘tungeste kant i cyklen ikke er med i et minimum udspaendende tree

Antag modseaetningsvis et MST og cykel Nyt udspaendende tree
hvor tungeste kant e er med i MST med mindre vaegt \



Minimum Udspandende Treeer:
Gradig generel algoritme

GENERIC-MST (G, w)

1 A=0
2 while A does not form a spanning tree
3 find an edge (u, v) that is safe for A
4 A =AU{(u,v)}

S5 return A

En letteste kant over et snit
(som ikke allerede
indeholder kanter fra A)



Kruskall’s Algoritme

MST-KRUSKAL(G, w)

1 A=90

2 for each vertex v € G.V

3 MAKE- flaskehals i algoritmen

5 for each edge (u, v) € G.E, taken 1n nondecreasing order by weight
6 if FIND-SET (1) # FIND-SET(v)

7 A= AU{(u,v)) " Union-Find

] UNION (1 ) ‘datastruktur

9 return A

Tid O(m-log n)



Kruskall’s Algoritme: Eksempel

4 Q » @ 9

b c d

Kantene betrages efter stigende
veaegte (angivet med 7 )

For hver kant er angivet snittet
hvor den er en letteste kant eller
cyklen hvor den er en tungeste
kant




Prim’s Algoritme

MST-PRIM(G, w, r)
1 foreachu € G.V

2 u.key = oo

3 u.7w = NIL

4 r.key =0

S5 0 =GV

6 while Q # 1) flaskehals i algoritmen - prioritetskg
7 d

8 for each v € G.Adj[u]

9 if ve O and w(u,v) < v.key
10 VT = U
1 &

Tid O(m-log n)



Prim’s Algoritme: Eksempel

8 7 8 7

(@) (b)

(c)

()

(®

(M




Borlo]Vka,S | IKKE PENSUM

Algoritme

MST-BORUVKA(G, w)

1 A=0¢

2 for eachvertexv e G.V

3 MAKE-SET(V)

3 while |Al<n-1

4 B=0

5 for each set S

6 let (u, v) be lightest edge incidentto S,i.e.ueSandv &S

7 If such (u, v) exists

8 B=BuU{(u,vV)}

8 for each edge (u,v) €B N | _

9 if FIND-SET(U) # FIND-SET(V) Efter i iterationer af while har
hver maengde stgrrelse 2 2

10 A=AU{(u v)} (eller er udspaendende)

11 UNION(u, V)

12 return A Tid O(m-log n)



Eksamensopgave 3(c)
august 2005

Sporgsmal c: DBeskriv en algoritme, der givet en veegtet graf G og en kant e 1 grafen,
fgor om e er indeholdt 1 et minimum udspaendende trae for . Det antages at alle

kanter 1 grafen. O

egtene er forskellige. Udforselstiden for algoritmen skal vaere O(m), hvor m er antal




Minimum Udspeanding Traeer

Kruskall (1956) O(m-log n)
(mange treeer; sorterer kanterne)

_ O(m:-log n)

Prim (1930)
(et tree; prioritetsk@ over naboknuder) O(m + n-|Og n)
(Fibonnaci heaps [CLRS, 3. udg. kapitel 19] (1984))

Boruvka (1926) O(m-log n)
(mange treeer samtidigt; kontraktion)

Fredman, Tarjan (1984) O(m-log* n)
(Borlivka (1926) + Fibonnaci heaps)

Chazelle (1997) O(m:-a(m,n))

?

Pettie, Ramachandran (2000)

(men optimal deterministisk sammenligningsbaseret)

Karger, Klein, Tarjan (1995) Randomiseret)

O(m
Fredman, Willard (1994) raw ()




IKKE PENSUM Jakob Steiner [1796-1863]

(Euklidiske) Steiner Traeer

Givet en maengde punkter, find et trae med minimum vaegt
som forbinder alle knuder, muligvis ved at tilfgje nye punkter

_________________________________________________________________________________________________

Minimum

udspaendende tree Steiner trae



Algoritmer og Datastrukturer

Korteste veje — fra en knude (SSSP)
[CLRS, kapitel 22]



O

Kort over Vest-Europa

= 18.029.721 knuder
= 42.199.587 orien

traffic mobility logistics.

terede kanter
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Eksempel: Korteste veje fra s

Start knude
(kilde)

Negativ cykel



Eksempel: Korteste veje treeer

2 forskellige korteste veje traeer der
repraesenterer stier fra s med samme laengde



Hvor lang er den korteste vej frastilv ?

g) Ved ikke



Korteste Veje Estimater :
Initialisering

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)

1 for each vertex v € G.V
2 v.d = 00

3 V. = NIL

4 s.d=0




Korteste Veje Estimater : Relax

Kortere afstand til v fundet
(opdater v.d og v.1r = U)

RELAX(u,v,w)

1 ifv.d>u.d+wu,v)
2 v.d = u.d + w(u,v)

3 V.TT = U

afstanden til v

Invariant

Hvis v.d < «~ sa findes
en sti fra s til v med
afstand v.d og v.m som
naestsidste knude




Hvad er v.d efter Relax(b,v,w) ?
( de aktuelle d veerdier er angivet ved [d] )

a) -2 o]

0]

g) Ved ikke



Bellman-Ford:
Korteste Veje | Grafer med Negative Vaegte

Check for
negativ
cykel

—

BELLMAN-FORD(G, w, 5)

1
2

.

4
5
6
7
8

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, 5)
for i = 1to|G.V|-1
for each edge (u,v) € G.E
RELAX (u, v, w)
for each edge (u,v) € G.E
if v.d > u.d +w(u,v)
return FALSE
return TRUE

Tid O(nm)



Bellman-Ford:
Eksempel




Antag der finds en negative cykel
W(V1,V5) + W(Vo,V3) + - + W(V_q,Vy) + W(Vy,Vy) <0
og ikke muligt at lave RELAX
d[v; 1] = d[vi] + w(v;v;,4)
heraf fglger modstriden (hvis ikke alle d[v] = «)

dlv,] £ d[v,] + W(v,,v;) < (d[Via] + WV, V) ) + w(vy,vy) <
S dlve] + w(vy,V,) + W(Vy, V) o+ WY,V )+ WV, Vy) < d]v]

2

d[v,] d[vs]




Seetning

Betragt et (ukendt) korteste veje
tree T hvori (u,v) er en kant.

Antag den aktuelle d[u] er den
korteste afstand til u.

RELAX(uU,v,w) medfgrer at d[v]
ogsa er en kortest afstand til v
(hvis den ikke allerede var det).

U

Korollar

Bellman-Ford finder de rigtige
korteste afstande eftern — 1
RELAX iterationer.

0]




Korteste Veje | Acycliske Grafer

DAG-SHORTEST-PATHS (G, w, §)

1

2

3
4
5

topologically sort the vertices of G

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, s)
for each vertex u, taken in topologically sorted order
for each vertex v € G.Adj[u]
RELAX(u, v, w)

Tid O(n+m)



Eksempel

Acykliske Grafer




Dijkstra: Korteste Veje i Grafer uden Negative Veegte

| S Q
Invarianter e N ™
i) d[v] = korteste afstand fra s til v U

via knuder i S wv)
i) VpeS, qeQ : dip] < d[q] S v
\_ 2N /

DIKSTRA (G, w, §) -
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, 5)

1
2 5 =9 Q = prioritets kg, prioritet =d
3 Q = G.V (besgger knuderne efter stigende afstand fra s)
4 while Q £ 0
5 u = EXTRACT-MIN(Q)
6 S=SuU{u}
Ig)r?(;jﬁ[tgtreerr] 7 . for each vertex v € GAd][u] Tid O((n+m)-log n)
af viQ 8 —> RELAX(u,v,w) | eller O(n%+m)



Dijkstra : Eksempel

Q =(s,0) (t,%) (x,) (y,) (z,) Q =(y,9) (t,10) (x,%) (z,%) Q=(z7) (t.8) (x,14)




Dijkstra Implementation:
Prioritetskg med gentagne indseettelser

DIIKSTRA(G, W, S)
1 INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G, S)

2 S=0
(prioritet, element) par —3—>(Q = {(S.d, S)}
2 while Q£0

3 (8, U) = EXTRACT-MIN(Q)
Ignorer alle U hvor 6 > U.d —4—— if & = u.d

5 S=Su{u}
6 for each vertex v € G.Adj[u]
7 If v.d>u.d+w(u,v) "
8 v.d =u.d+w(u, V) pReLAx(u,v,w)
Samme knude kan 9) V.r=u )
ndsieties flere Gan0e 1Y 46— INSERT(Q, (v.d, V)




Opsummering

Relaxer
_hver kant
preecis
én gang




Vektorrace
(find hurtigste ve]j fra s til t)

(ulovlige stykker af stien er stiplet)

Eksamensopgave Sommeren 2009, opgave 3



Konstruer en uorienteret graf hvor man har en knude (7. j. x,y) for hvert par af et
gitterpunkt (i, j) og hastighedsvektor (x, ), hvor hastighedsvektoren (x, y) fgrer til
gitterpunktet (i, j) fra gitterpunktet (i —z,j —y), og hvor 0 < i < n, 0 < j < n,
i—n<x<iogj—n =<y <j. Dvs grafen har O(n*) knuder. For alle par af
knuder v = (i, j.x,y) og v' = (', j',2',y’) laver vi en kant imellem v og v’ hvis og
kun hvis felgende er opfyldt:

e alle cellerne der skeeres af liniestykket fra (7. j) til (¢/, ') er frie

Givet (i, j, x.y) findes der hgjest 3% knuder (i, j',2'.y’) der opfylder de to forste
krav. Dvs. der er hgjest O(n?) potentielle kanter hvor det sidste krav kraever at vi
for hver kant checker om < 2n krydsende celler er fr1. Grafen kan derfor konstrueres
i tid O(n”). Endeligt checkes der vha. BFS om der en sti fra s = (i, j..0,0) til
t = (iy,j¢. 0,0) 1 tid O(n?), hvor (i, j,) og (is, j;) er hhv. start og slut gitterpunktet.
Total tid bliver O(n”).

Note: Da man ikke ma kere ud af gitteret og har begrsenset acceleration og deac-
celeration har vi at den maksimale hastighed £ 1 x og y-retningen skal optylde
14244+ k <n,dvs. k = O(y/n). Dette medfgrer at antal knuder kan begrzenses
til O(n-n- /1 -/n) = O(n?) og konstruktionstiden til O(n3\/n).




Algoritmer og Datastrukturer

Korteste veje — mellem alle par af knuder (APSP)
[CLRS, kapitel 23]



Korteste Veje mellem alle
Par af Knude

Hvis alle kanter har positive vaegte
— kar Dijkstra’s algoritme n gange,
én gang for hvert v; som startknude

/O(n -m - log n)
1 2 3 4 1 2 3 4 5
11 0 2 3 2 1| NIL 1 2 1 4
2 +o0 0 1 +o0 +o0 2 NIL NIL 2 NIL NIL
3 + o0 3 0 +oc0 +o0 3 NIL 3 NIL NIL NIL
4| 0 | 7 4 0 4 | NIL 5 NIL 4
S|+ | 4 1 | + 5] NIL 3 5 NIL | NIL




a) 1

b) 2
9. G Cc) 3
"4,2 ) d) 4
e) 5

f) Ved ikke

I

1 2 3 4 5

o [ 2 [
CIE
3]s [w e
w3 s T [




PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(IT, i, )

AN B W e

ifi ==
print i
elseif i ==

NIL

print “no path from” i “t0” j “exists”
else PRINT-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATH(TT, i, 77;;)

print j

a A W N B

A IN|W[IO|IDNDN

R | |O|IRL,|W|W

a b~ W N B

1 2 3 4 5
NL |1 2 1 4
NIL [ NIL | 2 | NIL | NIL
NIL NIL | NIL | NIL
NIL 5 | NnL| 4
NIL 5 | NIL | NIL

Tid O(n)



EXTEND-SHORTEST-PATHS (L, W)

1 n = L.rows Vi, -V,

2 letl = (li’j) be a new n X n matrix 4 v.)

3 fori = 1ton _ v . .

4 for j =1ton APAC Vi W,

5 l, — 50 kAkanter K] J
ij

6 fork = 1ton Lij = miny (L, + wy;)

7 I, = min(l];, lix + wy;)

8 return L’ > =

L; = korteste afstand fra i til ] for stier med A kanter

W = veegtmatrixen
L’; = korteste afstand fra i til ] for stier med A+1 kanter

Tid O(nd)



SQUARE-MATRIX-MULTIPLY (4, B)

Cij = Cjj + dir - bkj

1 n = A.rows

2 let C be a new n x n matrix
3 fori =1ton

4 for j = 1ton

5 Cij = ()

6 fork = 1ton

7

8

return C

Tid O(nd)



V.
.J
Vi L ‘
Vi W
\_m-1 kanter J )

SLOW-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS (W)

1 n = W.rows diagonalen = 0

form = 2ton — 1
let L. be a new n X n matrix

L™ = EXTEND-SHORTEST-PATHS (L™ D W)
return L

N B W

LM, = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter
W = veegtmatrixen

Tid O(n%)



a) O

b) 3

C) 5

d) 6

e) 9

f) +o

g) Ved ikke




3

0

4

o0

o0
3
0
4
—1
5

—

—
m—
e

JALY,
3

input graf



FASTER-ALL-PAIRS-SHORTEST-PATHS (W) Vi, -V

4 V. )
1 n = Wrows | o
O = w Vie | )
2 L o Ik Vk m kanter
3 m =1 . m kanter
. J
4 whilem <n—1 ) | o
5 let L?™ be a new n X n matrix ;i =ming (" + 1;57)
(2m) — EXTEND-SHORTEST-PATHS (L™, L™
0 L - £ (—P —P)
7 m = 2m
8 return L™

LM, = korteste afstand fra i til j for stier med m kanter
W = veegtmatrixen

Tid O(n3:log n)



Floyd-Warshall

FLOYD-WARSHALL (W)

1 n = W.rows

2 DO =W

3 fork =1ton

4 let D® = (d, (k)) be a new n X n matrix

5 fori = 1ton

6 for j=1ton

7 djgk) min (d(k 1) d(k 1) dk(:f—l))
8

return D™

d®, = korteste vej fra i til j der kun gar via 1..k

Tid O(n3)



f) Ved ikke




Transitive Lukning
(= Floyd-Warshall simplificeret)

TRANSITIVE-CLOSURE(G)
1 n=|G.YV]|

2 1let T = (¢”) be anew n x n matrix

3 fori =1ton Vs e 2 Vi Vio -+ 5V

4 for j =1ton 4 ° \‘\(Vk A
5 ifi==jor(i,j)e G.E 4—«:30
o T
7 elseto) | — 2

8 fork =1 ton - = o
9 let T® = (¢1) be anew n x n matrix

10 fori = 1ton

11 for j =1ton

12 tgc) t(k D, (t(k D\ fﬁff 1))

13 return 7™ —> =) =)

tl. = findes en vej fra i til j der kun gar via 1..k

Tid O(n3)



Transitive Lukning: Eksempel

input graf

+ selvilgkker

0111

S - — O

— O D

I

O e o —

0111

_ﬂlll

oy e p—



Johnson’s Algoritme

Korteste veje mellem alle par af knuder (APSP)

« Tynde grafer G, d.v.s. m << n?,
e 0g postitive og negative vaegtede kanter

Uden negative veegte = n x Dijkstra : O(n-(n-log n + m))

Med negative veegte = Floyd-Warshall : O(n3)

Johnson’s Algoritme

Ide: Kar Dijkstra pa en graf G’ uden negative kanter,
som har de samme korteste veje som | G




Hgjdetransformation

tilknyt hver knude u en

, ~ arbitraer hgjde h(u)

w’(u,v)

= w(u,v) + h(u) — h(v)

—

d|v, VvV, V3 v,
Vi | O 4o 4o0 4o
v, | -3 0 -3 1
V3 | 2 5 0 4
v, | 0 3 -2 0

U'(vi,vi, Vi)

= l(vilviz ---vik) +

h(vil) — h(vik)

Korteste vej I G

& korteste vej 1 G




Johnson s Algoritme

w’(U, V) G’
=w(u,v) + h(u) —h(v)

—

w’(u, v) =w(u, v) + h(u) - h(v) >0
da h(v)< h(u) + w(u, v)

d y Ve v, d | v, VvV, Vg3 Vv,
2 0 + o0 + o0 + o0 Vi 0 oo Feo Foo
v,|3 0 -3 2 v, | 0 0 0 O
v; | 2 5 0 4 3=2+0—(-1) v; | 2 2 0 2
v,| 0 (3)«2—0 vi+2—(2) 0 o

Tilfg) knude s og kanter fra s til alle knuder med vaegt O
Lad h(u) = dg(s, u) — SSSP Bellman-Ford i tid O(n-m)
Kar Dijkstra fra hvert v; 1 G’ 1tid O(n-(n-log n + m))

Lad dg(v;, v;) = dg(v;, v;) + h(v)) —h(v)



JOHNSON(G, w)

1 compute G', where G'.V = G.V U {s},
G'.E=G.EU{(s,v):veG.V}, and
w(s,v) =0forallv e G.V

2 if BELLMAN-FORD(G', w, s) == FALSE

3 print “the input graph contains a negative-weight cycle”
4 else for each vertex v € G'.V
5 set 2(v) to the value of §(s, v)

computed by the Bellman-Ford algorithm

6 for each edge (u,v) € G'.E
7 wu,v) = w(u,v) + h(u) — h(®)
8 let D = (d,,) be anew n x n matrix
9 for each vertex u € G.V
10 run DUKSTRA (G, W, 1) to compute 5 (u,v) forallv € G.V
11 for each vertex v € G.V
12 dyy = 8(u,v) + h(v) — h(u)
13 return D

Tid O(n?*log n + n‘m)



Korteste Veje

En-til-alle Alle-til-alle
korteste veje korteste veje
(SSSP) (APSP)
Acykliske grafer
.. / g. O(n+m) O(n-(n+m))
(positive og negative veegte)
Dijkstra .
> o((n+m)-log n) n x Dijkstra
Kun positive (1) O(nzlog n + n'm) @
veegte O(n-logn +m)
O(n3) (3)
Generelle O(n?) ©
grafer Floyd-Warshall
Positive og Bellman-Ford O(n3)
negative veegte O(n-m) Johnson
O(n%log n + n'm) ()

Forskellige prioritetskger: (1) binger heap, (2) Fibonacci heap, (3) array




IKKE PENSUM

A*-algoritmen : korteste vej s ~t

* Antag knude u har position (u,, u,) og w(u,v) = 6(u,v) = \/(Ux —u,)? + (vy — uy)2
el h(u) =—-6(u,t)| =2 wv) =wl,v)+h(u) —h(v) =6(u,v)—6(ut)+6(v,t) =0
« dy,=d’;—h(s) +h(t) =2.00 + 5.00 - 0.00 = 2.00

S(uv) &
h(a) = -5.39 = -/22+52 u .w
; d(u,t) t
i J22492 ’
. \5\‘ w(a, b) 2 V3+2 Trekantsuligheden
-3.16
\ 4 d's, = 4.39
_1_\‘ """"""" 4.39 2.77T =w'(a,b)
4/ 5> 1o -5-.539+3.16
/ ¥ — 6
3/ 7 L0 , b
| _— t W’ (u,v)
— 6 _ B
&0 =w(u,v) + h(u) = h(v) £ 0.84
4.10 2.00=d'
A* reducerer | praksis antallet af e 4.10

knuder Dijkstra’s algoritme besgger

Youtube: Compare A* with Dijkstra algorithm



https://www.youtube.com/watch?v=g024lzsknDo

IKKE PENSUM

A ..
omréde besggt af D |J kStra

Dijkstra’s algoritme

Dobbeltrettet
Dijkstra

Start Dijkstra’s
algoritme bade i A og B

omrade
besggt af A*

Dobbeltrettet
A*

A*

Start A* bade i A og B



IKKE PENSUM

Algoritmer og Datastrukturer

Parringer | grafer
Maximum uafhaengige meaengde
Minimum knudedaeskning
[CLRS, kapitel 24.3, 25.2, 34.4, 35.1]



Parring Knudedaekning Uafhaengig maengde
(Matching) (Vertex cover) (Independent set)

Delmaengde af kanterne, Delmeengde af knuderne, sa Delmaengde af knuderne, hvor
hvor hver knude hgjst alle kanter i grafen indeholder ingen par af knuder er forbundet
indgar i én kant i parringen mindst en af disse med en kant i grafen



lkke alle grafproblemer er lige lette...

= Nogle problemer kan lgses effektivt | polynomial tid

— DFS, BFS, korteste veje, topologisk sortering, parringer...

= Mange problemer er dog NP-harde
— Eksakte Igsninger kreever sandsynligvis eksponentiel tid

— Nogle kan approksimeres vilkarligt godt e

(PTAS = "polynomial time approximation scheme”)

LE

Do

« f.eks. Euklidisk Traveling Salesman (Go6del Prisen 2010) \&f

— Nogle kan kun approksimeres op til en konstant (APX- harde)

* f.eks. Mindste knudedakning (Minimum Vertex Cover)
— Nogle kan slet ikke approksimeres inden for en konstant

 f.eks. Stgrste uafheengige maengde (Maximum Independent Set)




Parringer | todelte grafer (specialtilfeelde)

Eksempler

= Busruter vs Busser
(kant angiver om det er muligt pga
kapacitet, reekkevidde, elektrisk vs
Ikke-elektrisk)

= Personer vs Arbejdsopgaver
(kant angiver om en given person ville
veere i stand til at udfgre opgaven)
Findes en matching hvor alle personer
arbejder?

= Ansggninger til jobs
(fx studerende og sygehuse)




Maksimal og maksimum parring

B

Maksimal Maksimum
kan ikke udvides starst mulig parring

Lemma |Maksimum parring| / 2 < |[Maksimal parring| < [Maksimum parring|



Konstruktion af en maksimal parring

Gradig Algoritme

Tilfgj en vilkarlig kant til
parringen sa laenge det er
muligt

O(nh+m)



Konstruktion af en maksimum parring
— forbedrende stier

D

®

Sti mellem to knuder ikke 1 parring, .
hver anden kant i parring Parring gges med 1



Petersen 1891 / Konig 1931 / Berge 1957

Seetning
En parring er maksimum < findes ingen forbedrende stier
"Bevis” B 2 K
A
aktuel parring -~ = H
(ikke maksimum) C J
/ G

en maksimum parring F I



Konstruktion af en maksimum parring

Algoritme

Anvend forbedrende
stier sa leenge de findes

Edmonds 1961 O(m-n?)
Micali, Vazirani 1980 O(m-ni?)






Stabil parring (stable marriage problem)

preeference

parringen er ikke stabil,
da C hellere vil veere

sammen med 4 (end 1),
og 4 heller med C (end B)

fuldsteendig todelt graf med lige mange
knuder pa begge sider CLRS 25.2



Stabil parring — Gradig algoritme O(n%)

Hvis venstre side X er afvist af hgjre side i, sa er i parret med en som foretraekkes frem for X
X er parret med den mest foretrukne, som endnu ikke har afvist X



Seetning (Gale, Shapley 1962)

Der findes altid en stabil parring

(Shapley fik 1 2012 Nobelprisen i gkonomi for resultatet)



Uafhaengig maengde vs Knudedaeskning
(Independent set vs Vertex cover)

Lemma
| € V uafheengig meengde & V \ | daekning af kanterne

Seetning
| € V maximum uafhangig maengde < V \ | minimum knudedaekning



Uafhaengig maengde vs Klike
(Independent set vs Clique)

klike = alle par af

/ knuder har en kant

G

®

Seetning .
| € V maximum uafhangig maengde | G & | maximum klike 1 G



Maksimum uafhaengig meengde — prgv alle 2" delmaangder
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Maksimum uafhaengig maengde

Algorithm MIS1(G)
if Vg =10 then IN

1
2 return () @ &
3 let v € Vg be an arbitrary vertex =~ @& .

I =MIs1(G\ {v}) O ?
5 I'=A{v} UMISL(G\ {v} \ adjz(v)) @ O @ Gr-® ¢ Gr-®

\\\\\\\\
TTTTTTTT

L] . : ™ ls ,':'s h 'I's : ™, 'l\ ri\ R

6 if |I'| > |I| then - -0 @ GRO)

ard , f-‘\ J’-~\ n kg C'i?er f_~\ _f_*\

[ I =1 e o e
Ii\ \\\ : fi\ ‘\\vi\

& return [ cr--® {Cr--{D}

1 hvisn =0

Analyse
{1 +2-T(n—1) ellers

Antal rekursive kald T(n) < = T(n) <2t -1
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Algorithm MIs2 ()

1 I=0

2 while v e Vs :|adjz(v)| <1 do

3 I=1U {v} grédigt inkluder knuder

4 G:G\{‘U}\ade(’U) }medgradOogl

5 # all vertices have degree > 2

6 if dveVg:ladjsz(v)| > 3 then .

7 IL=1 U mis2(G\{v}) som MIS1, dog fiernes mindst
8 I, =1 U {v} U MS2(G\ {v}\adjs(v)) " 4 knuder i andet kald

9 return [, if |I1| > |I3| otherwise I y
10 # all remaining vertices have degree 2
11 while 3 cycle C'= (¢1,¢2,...,¢) in G do

12 I=1U {Cl, C3,C5, . .. ,CQL]{/QJ} gradigt inkluder
13 G =0 \ C knuder pa cykler
14 return [

Analyse

| 1 hvisn =0
Antal rekursive kald T(n) < {1 +T(n—

1)+ T(n—4) ellers = T(n) = 0(1.38028")



Reduktion : 3-SAT til uafheengig maengde

= 3-SAT Givet en boolsk formel pa konjunktiv normal form (CNF), hvor alle n klausuler
har tre literaler, f.eks.

¢ = (T VaVI3) A(xy VI Vxz) ATV Xz Vxy)
= Findes en tildeling af sand/falsk til literalerne x4, x,, ... sa formelen er sand?
X, = x, = falsk, X3 = X, = sand
= Reduktion Lav en trekant per klausul, en knude per literal. Tilfgj alle kanter (x;, x;).

= Seetning 3-SAT formel kan tilfredsstilles & maximum uafhaengig meengde stagrrelse n



NP-hardhed

= 3-SAT er et sakaldt NP-hardt problem, hvilket medfarer at det er
tvivisomt om der findes bedre end eksponentieltids algoritmer

= Reduktionen medfarer at falgende ogsa er NP-harde
— Maksimum uafhaengig meaengde
— Maksimum klike (= uafhaengig maengde | negerede graf)
— Minimum knudedaekning (= negerede maengde til uafhaengig maengde)

= Uafhaengig maengde kan lgses | tid O(1.1996")
[Xiao & Nagamochi, 2017]



2-approksimering af minimum knudedaekning

Algoritme
= Beregn en maksimal parring M
= Knudedaekning C = alle knuder i M

Analyse

= C er hgjst dobbelt sa stor som en
minimum knudedaekning C,imars

da alle kanter i M ma have en
Minimum knude i Coyimal Maksimal parring M

knudedaekning C,imq = Tid O(n + m) = knudedaekning C

Minimum knudedaekning kan i polynomiel tid ikke approksimeres bedre end...

= faktor V2 = 1.4142, safremt P # NP (datalogiens store 8bne spgrgsmal)
= faktor 2, safremt "uniq games conjecture” er sandt (dvs. ovenstaende er bedst mulig)




Opsummering

= Maksimal/maksimum/stabil parring
= Maksimum klike

= Maksimum uafhaengige maengder
= Minimal knudedaekning

= 3-SAT (NP-hardhed)

= ReC

uktioner

= EKS

ponentieltids algoritmer

= Approksimations algoritmer
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Exact

Exponential
Algorithms

@ Springer

Forklarer de mest almindelige
algoritmiske teknikker for at udvikle
eksakte (eksponentiel tids) algoritmer
for NP-harde problemer

Exact Exponential Algorithms,

Fedor V. Fomin, Dieter Kratsch.

Texts in Theoretical Computer Science. An EATCS Series.
203 sider, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2010.

DOI 10.1007/978-3-642-16533-7



https://doi.org/10.1007/978-3-642-16533-7

VIJAY V. VAZIRANI

_Approximation

) Algorithms

Forklarer de dominerende teoretiske
tilgangsvinkler for at finde
approksimative lgsninger til harde
kombinatoriske optimerings og
nummererings problemer.

Approximation Algorithms,

Vijay V. Vazirani.

XIX - 380, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2003.
DOI 10.1007/978-3-662-04565-7



https://doi.org/10.1007/978-3-662-04565-7

Detaljeret gennemgang af
matematikken for at Igse

rekursionsligninger m.m.

AN INTRODUT ————

-=-=:-»

ANALYSI
ALGORITHMS

SECVOENDBD—EBFF FON

An Introduction to the Analysis of Algorithms
Robert Sedgewick, Philippe Flajolet.

ROBERT SEDGEWICK XVIII - 572, Addison-Wesley Professional 2013.
PHILIPPE FLAJOLET ISBN: 78-0-321-90575-8




Algoritmer og Datastrukturer

Eksamen



Eksamen

Ordinger eksamen januar, reeksamen til maj

Ingen hjeelpemidler

2 timer

Forberedelse til eksamen: Lgs gamle eksamensopgaver + Q&A

Eksamensopgaverne meget lig med gamle eksamensopgaver |
dADS1 (- transitionssystemer, termineringsfunktioner)
dADS2 (- flow/netveerkstramninger, strengalgoritmer)

Bemeaerk: Indtil foraret 2017 la kurserne pa 2. semester og man
kunne have laerebogen med til eksamen
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EKSAMEN

Algoritmer og Datastrukturer

Onsdag 19. januar 2021, 9:00-11:00

Institut for Datalogi. Naturvidenskabelige Fakultet, Aarhus Universitet

Antal sider 1 opgavesaettet (incl. forsiden): 14

Tilladte medbragte hjelpemidler: Ingen

Kun det separate svarark skal udfyldes og afleveres.

Denne opgaveformulering skal tkke afleveres.

Vejledning og pointgivning

Dette eksamenssaet bestar af en meengde multiple-choice-opgaver.

Svarene pa opgaverne angives pa det separate svarark som afleveres.

For hver opgave er angivet opgavens andel af det samlede eksamensszet.

Hvert delspergsmal har preaecist et rigtigt svar.

For hvert delsporgsmal ma du veelge max ét svar ved at afkrydse den tilsvarende rubrik.

Et delspergsmal bedgmmes som folgende:

e Hvis du seetter kryds ved det rigtige svar, far du 1 point.

e Hvis du ikke saetter nogen krydser, far du 0 point.

: . 1 :
e Hvis du seetter kryds ved et forkert svar, far du 1 point, hvor k er antal svar-

muligheder.

For en opgave med vaegt v % og med n delspergsmal, hvor du opnar samlet s point,
beregnes din besvarelse af opgaven som:

Bemeaerk at det er muligt at fa negative point for en opgave.
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