Opgave 1

a) Skriv den linezxre og den kvadratiske algoritme for maksimal delsum
([Bentley] kap. 7) i JAVA.

b) Find for hver af algoritmerne en formel, der i lighed med tabellen side
75 i [Bentley], udtrykker algoritmens udfgrelsestid i millisekunder. For at f&
nogle realistiske formler er det vigtigt at bruge nogle store datasat pa nogle
millioner tal. For at generere sddanne dataszt kan bruges fglgende metode,
der generere et tilfeeldigt heltal mellem 7 og ;.
public static int random(int i, int j) {

return ( (int) Math.floor(i + (j-i)*Math.random()) );
}

Til maling af tiden kan metoden System.currentTimeMillis() bruges.

c¢) For hvilke veerdier af n indhenter JAVA programmerne det langsomme
CRAY program?

Opgave 2

Betragt det maksimale delsumsproblem i 2 dimensioner (jfr. opgave 7.7.7 i
[Bentley]).

a) Skriv en algoritme, der lgser dette problem.
b) Hvor mange additioner udfgrer algoritmen?

¢) En moderne datamaskine kan udfgre en addition pa 10~® sekunder. Hvor
lang tid bruger algoritmen pa at leegge tal sammen, nar n = 1000, n = 10000,
n = 1000007



Opgave 3

a) Skriv fglgende algoritme og bevis, at den er korrekt.

Algoritme heltalsdivision(a, b):
Input: heltal a og b, hvor a > 0,b > 0
Output: heltal g ogr, hvora =q¢*xb+rog0<r <b

b) I fglgende algoritme repraesenterer array’et c koefficienterne i po-
lynomiet

pe(z) = 2" +c[n — 1]z" 4+ ... + c[1]z + ¢[0]
Skriv fglgende algoritme, og bevis at den er korrekt.

Algoritme polynomium(c, a):
Input: Koeflicienterne ¢ i p.(z) og en veerdi a
Output: Veerdien r = p.(a)

c¢) Skriv fglgende algoritme og bevis, at den er korrekt. Algoritmen
ma kun udnytte addition, subtraktion, fordobling og halvering
(af lige tal).

Algoritme multiplikation(m, n):
Input: Heltal m og n, hvor m,n > 0
Qutput: Produktet r = m *x n



Opgave 4

Betragt et array X af heltal som i maksimal delsumsproblemet. Be-
skriv en algoritme der finder det delarray, der har sum teettest pa
nul.

Hint: Lad H veare et “hjzlpearray”, s H[i] = Zﬁ;:oX [7] og betragt
tallene i H sorteret.

Opgave 5

Skriv i JAVA en klasse, der implementerer ADT Queue, side 61 i [G&T]
v.hj.a. en kaedet liste af fglgende form

-3~ [~
Q: *

Listens forste element (det skraverede) er et listehoved, som ikke in-
deholder noget kgelement. @ peger pa listens sidste element.



Opgave 6
Find tidskompleksiteten af Exa, Exb og Exc udtrykt ved n:

class Reinforcable {
int[]{] B,C;
inti] A;

public void Exa(int n) {
int 1,3.,k;

for (i=0; i<n; i++) {
for (j=0; Jj<n; j++) {
clil[j1=0;
for (k=0; k<n; k++) {
Clil[jl=Cl[il[j1+A[i1*B[k1[3j]1;
}
}
}
}

public void Exb(int n) {
int i,3j,k;

for (i=1; i<n; i=2%*i) {
for (j=0; j<i; j++) {
k=2;
while (k<n) k = k*k;
}
}
}

public void Exc(int n) {
int 1i,3;

for (i=1; i<=n; i++) {
if (i%2==1) {

j=1;
while (j<=n) Jj++;
Jj=1;
while (j<=1) j++;

}
}
}
}



Opgave 7
I denne opgave er f en funktion
f:No = No
for hvilken fglgen g, x1, ... defineret ved
xg = 0
ziv1 = f(z)
er periodisk, dvs. der findes ¢ og p s&

Li = Tit+p
Det mindste sddanne p kaldes f’s periode.

a) Skriv fglgende algoritme.

Algoritme periode(f):
Input: periodisk funktion f: Ny — Ny
Output: heltallet p, hvor p er f’s periode

b) Kan du skrive metoden, sa dens lagerforbrug er konstant, dvs.
uden at gemme de hidtil sete funktionsveerdier?



Opgave 8

I denne opgave betragtes arrays, hvis elementer er cifre, det vil sige
arrays af formen

X =(1,2,5,3,7,8,2,0,5,8,9,6,8,9,8)

Et monotont afsnit 1 et sddant array er et delarray hvori veerdierne
er ikke aftagende; fx er X[3..5] = (3,7,8) et monotont afsnit i X,
mens X[1..3] = (2,5, 3) ikke er et monotont afsnit. Vi betegner med
llma(X) lengden af det l&engste monotone afsnit i X, og med Isma(X)
leengden af det sidste monotone afsnit i X. For ovenstdende X er
Ima(X) = 4 og lsma(X) = 1.

a) Argumenter for at fglgende algoritme er korrekt (find blandt an-
det en passende invariant og bevis, at den er gyldig).
Algoritme leengsteMonotoneAfsnit(X):
Input: Array X med leengde n
Output: lengden af leengste monotone afsnit r = llma(X).

r<1, h< 1,1+ 1
while 7 # | X| do {I}
if X[i — 1] < X[¢] then
h+<h-+1
else
h+1
if h > r then
r< h
1141

I stedet for et monotont afsnit i et array kan man interessere sig
for en monoton folge i array’et, hvor en fglge adskiller sig fra et
afsnit ved, at dens elementer ikke behgver “af haenge sammen”.
Falgen

(2,3,5,6,8,9)



udggr sdledes den med understregning angivne monotone fglge i

X=(1,2,53,7,8,20,538,9,6,8,9,8)

b) Konkretiser de udkommenterede ubestemte stumper, s fglgen-
de algoritme bliver gyldig og korrekt. Med llmf(X) betegner vi
leengden af den lengste monotone folge 1 X, og med llmfy(X)
betegnes leengden af den leengste monotone fglge i X, hvis sidste
ciffer er D.

Algoritme lengsteMonotoneFglge(X):
Input: Array X med leengde n
Output: leengden r af laengste monotone fglge lmf(X).

// Initialiser ¢ og h

while i # | X| do {(h[d] = Ilmfy(X][0..4]) for 0 < d <9 A (0 <7 < |X|)}
// lterer

// Beregn r



Opgave 9

I denne opgave betragtes traeer, hvor knuderne har et variabelt antal
sgnner, og i hvilke alle knuder har forskellige maerkninger.

En preorder hhv. postorder udskrift af et sadant tree er resultatet af en
udfgrelse, hvor knudens meerkning udskrives under besgget (“visit action”)
ved preorder hhv. postorder gennemlgbet af traeet jvi. afsnit 2.3.3 i [G&T].

a) Angiv pre- og postorder udskriften af fglgende trze
a
b/<|3 \ d
AT /N

g h |
k
b) Vis, ved at angive modeksempler, at man ikke entydigt kan be-

stemme et tree ud fra enten dets preorder udskrift eller dets po-
storder udskrift.

c¢) Vis, at hvis man béde har en preorder og en postorder udskrift
af et tree, sd kan man entydigt bestemme treeet.

(Vink: Hvis .
=/ 1\
Iy Ty T3
S4 har vi:
Pre(T) = rPre(Ty) Pre(Ty) ... Pre(Ty)
Post(T) = Post(Ty) Post(Ty) ... Post(Ty)r

‘Betragt forste tegn i Pre(T1). Hvor stér det i Post(T')?)

d) Skitser et program, der indleser en preorder og en postorder
udskrift af et trae og derefter konstruerer traeeet. Antag, at maerk-
ningerne er ASCII-tegn.



Opgave 10

Fglgende er en abstrakt klasse for repraesentation af matricer i JAVA;

abstract class Matrix {

}

public int rows, columns;

// get returnerer indholdet af indgangen i rakke i og s@jle j
abstract public int get(int i,int j);

// set satter indholdet af indgangen 1 rakke 1 og sepjle 7 til v
abstract public void set(int i, int j, int v);

// multiply returnerer matrix-produktet af denne matrix og sejlvektoren .
abstract public Matrix multiply(Matrix x) throws RuntimeException;

Objekter af klassen Matrix kan repraesenteres ved hjelp af arrays, og
en implementation kunne se ud som fglger:

class ArrayMatrix extends Matrix {

private int[][] M;

ArrayMatrix(int r, int c) {
rows=r;
columns=c;
M = new int[r][c];

}

public int get(int i, int j) {
return M[i][]];
}

public void set(int i, int j, int v) {
M{i] [j]=v;

public Matrix multiply(Matrix x) throws RuntimeException ({
ArrayMatrix result;
if (x.rows != columns || x.columns!=1)
throw new RuntimeException ("Incompatible dimensions for multiply.") ;
else {
result = new ArrayMatrix(1l,rows) ;
for (int i=0; i<rows; i++) {
result.set(i,0,0);
for (int j=0; j<rows; j++)
result.set (i,0, result.get(i,0) + get(i,j)*x.get(j,0));
}
}
return result;

}



En matrix (og en vektor) siges at veere tynd, sdfremt hovedparten af
dens elementer er 0. Store, tynde matricer og vektorer kan repraesen-
teres vaesentligt mere hensigtsmaessigt ved i stedet for ArrayMatric
definitionen (*) at anvende en type, som ggr det muligt kun at gem-
me de elementer, der er forskellige fra 0. En af metoderne bestr i
at reprazesentere hver raekke v.hj.a. en kaedet liste som illustreret ved
folgende eksempel.

Matricen
50 00
10 0 20 O
M = 00 0O
5 0 10 5

repraesenteres pa felgende méade

A
——]
—
— —

A
w
ot
[ -

10

Y
———
—
—
——
—_—
—
==

A

o
o
A
[\

a) Beskriv en klasse TyndMatrix, der implementerer Matrix og skit-
ser en algoritme for metoden multiply.

b) Antag nu, at klassen Matrix udvides med en metode, som mul-
tiplicerer to matricer:

// product returnerer matrix-produktet af denne matrix og m
abstract public Matrix product(Matrix m) throws RuntimeException;



For ArrayMatrix kan en implementationen for product se ud
som fglger:

public Matrix product (Matrix m) throws RuntimeException {
ArrayMatrix result;
if (m.rows != columns)
throw new RuntimeException ("Incompatible dimensions for product.”) ;
else {
result = new ArrayMatrix(rows, m.columns) ;
for (int i=0; i<rows; i++) {
for (int j=0; j<m.columns; j++) {
result.set(i,j,0);
for (int k=0; k<columns; k++)
result.set(i,j, result.get(i,j) + get(i,k)*m.get(k,j));
}
}
}
return result;

}

Forklar hvorfor den nuveerende repraesentation for TyndMatrix
er uhensigtmaessig med henblik pa multiplikation af tynde ma-
tricer. Angiv en mere hensisgtmaessig repraesentation og skitser,
hvordan en effektiv implementation for product for TyndMatrix
virker.

c) Antag at M1 og M2 er to (sdkaldt blokdiagonale) n X n matricer
af fglgende form

Il

i

hvor alle elementer uden for de skraverede blokke er 0; og hvor
der er ialt \/n lige store blokke, som altsd selv er \/n x /n
matricer.

Idet X er en vilkarlig vektor af leengde n, skal stgrrelsesordenen
af udfgrelsestiden for fglgende metodekald angives.



i) ml.product(m2) i ArrayMatrix

)
ii) mi.multiply(x) i TyndMatrix
iii) ml.multiply(x) i ArrayMatrix
iv) mi.product(m2) i TyndMatrix
hvor m1, m2 og x er repraesentationer af M1, M2 og X.

Angiv ogsé stgrrelsesordenen af det antal multiplikationer, der
udfgres i de fire procedurekald.



Opgave 11

En heap er iflg. [G&T] afsnit 2.4.3 et perfekt balanceret binert tree, hvor
det nederste lag er fyldt s& meget som muligt fra venstre mod hgjre. En
d-heap er ligeledes et perfekt balanceret trae (igen eventuelt bortset fra ned-
erste lag), men traeets indre knuder har nu d efterfglgere i stedet for blot 2 —
en heap som beskrevet i [G&T] er siledes en 2-heap. Fglgende er et eksempel
pa en 3-heap.

©
(5) (%) @
O OWE® O

a) Vis, hvorledes en prioritetskg kan implementeres som en d-heap
(for et vilkdrligt d > 2), og angiv kompleksiteten af prioritetskg-
ens operationer.

b) Antag, at en d-heap indeholder n elementer. Angiv kompleksite-
ten af indsaettelse og fjernelse nar

e d=23
e d=logn
ed=,/n
ed=n

c) Efter hvilke kriterier skal man veelge d i en given anvendelse?



Opgave 12

En sek er en samling elementer, der minder meget om en mangde bortset fra,
at i en sk kan et element forekomme mere end én gang. Vi skelner sakke fra
méengder ved at bruge symbolerne

< istedet for {
> n_ }
+ _—n___ U
* N
- =
men vi bruger dog € og () med samme betydning som for mangder.
Fglgende heltalssaek indeholder siledes to 3’ere, tre 5’ere og en 1’er
S =<3,51,53,5>

En maengde M (med grundmaengde G) er entydigt bestemt af sin karakteristiske
funktion,

xum : G — {true, false},
hvor

xu(e) =true & e € M.

Det skulle veere klart, at en saek S ogsd er entydigt bestemt ved en karakteristisk
funktion

XsiG—)No

hvor xs(e)nu angiver antallet af forekomster afe i S.

a) Giv rimelige definitioner af * og —, nar + defineres ved
S=851+S5 < VeeG: xsle) =xs,(€e) + xs,(€)

b) Giv ogsa rimelige definitioner af C og |S]|.

c) Hvilke overvejelser ligger der bag din fortolkning af begrebet rimelighed i
svarene pa a) og b)?



Oﬁfdlfe /3

Et tableau er en perfekt balanceret struktur som den fglgende

hvor der i lighed med en bunke gelder, at hvis en knude har sgnner, s er disses
veerdier stgrre end eller lig med knudens vaerdi. Knuderne kan nummereres, s
roden har nummer (0,0) og sgnnerne til knuden med nummer (7, j) har numrene
(t+1,7) og (1 + 1,7+ 1). Et blad er en knude uden sgnner, og hgjden af et
tableau er

maz{i | (z,7) er et blad}

s& ovenstiende tableau har hgjde 4.

a) Hvad er hgjden af et tableau med n knuder?
b) Betragt fglgende abstrakte datastruktur:

public interface SP {
// Query methods
public boolean member(int e);
// Update methods
public void insert(int e);
public void delete(int €);
public int deleteMin();

}

Beskriv hvordan et tableau kan bruges til at implementere den abstrakte
datastruktur SP, s& alle operationer far udfgrselstid O(h), hvor h er hgj-
den af tableauet. Beskrivelsen skal (naturligvis) omfatte en constructor for
klassen.

(Bemeerk, at vi hermed benytter et tableau til at implementere bade en
prioritetskg og et sggetrae)



Opgave 14

En trie er en datastruktur til opbevaring af ord, hvor man sgger at genbruge
feelles preefikser. I Java kan vi definere

public class trie {
private char letter;
private boolean word;
private trie next, more;

En knude indeholder et bogstav (letter) samt en angivelse af, hvorvidt det er
sidste bogstav i et ord (word). I undertraeet more findes fortsattelsen af de ord,
der begynder med letter, og i undertraeet next er de gvrige ord.

Formelt kan vi definere words(t), der er maengden af ord i en trie t:

e hvis t er tom, s& er words(t)= 0

e hvis t er af formen

next
false)

more

s8 er words(t) = {cw | w € words(t,,)} U words(ty,)

e hvis t er af formen

next
c true

more

s& er words(t) = {c} U {cw | w € words(t,)} U words(t,)

Hvis t fx er fglgende trie



(b,false) (d,false)

(a,false) (v,false)

(n,false) (t,true) — (n,false)

(a,false) (e,true) — (a,false)
(n,true) — (l,true) (m,false)
(e,false) (o,t!'ue)
(r,true)

words(t) = {banan,banal,bananer,dyt,dyne,dynamo}

a) Indset ordene bamse og dyd i ovenstiende trie.
b) Lav en trie-baseret implementation af fglgende abstrakte datastruktur:

public interface Vocabulary {
// Query methods
public boolean member(String s);
public void print();
// Update methods
public void insert(String s);

}

hvor metoderne har fglgende effekter:

new trie() skaber en ny trie, t, med words(t) = 0.
t.member(w) returnerer true hvis ordet w er i trien t og ellers false.
t.print() Udskriver words(t) tilsvarende ovenfor.

t.insert(w) indsatter ordet w i trien t, dvs. hvis t er trien fgr operationen,
og t’ er trien efter operationen, si er words(t') = words(t) U {w}.



Opgave 15

I denne opgave ser vi pa en variant af sggetreer, der indeholder heltal.
Den sadvanlige implementation er modificeret saledes, at hver knude
foruden en veerdi indeholder en addend, der implicit er lagt til alle
veerdier i det undertrae, som den er rod i. Indholdet af en knude angives
som et par (veerdi, addend). For eksempel indeholder traeet

(4,2)

N

elementerne 5, 6 og 7.

a) Hvilke elementer indeholder sggetraeet

(6,4)

(-1,0) (2,0) (4,6) (10,7)

/NN N N

O O (}Q O O (7.0) O U
O O O O

b) Angiv, hvordan de fglgende operationer kan realiseres, hvor vores
nye datastruktur kaldes VTree. vt er en variabel af type VTree

e new VTree() i tid O(1)




e vt.member(i) og vt.insert(i) i tid O(h)
e vt.plus(k)itid O(1). Denne operation leegger tallet & til alle
elementer i vt.

e vt.skub(i, k) i tid O(k). Denne operation laegger tallet k& > 0
til alle de elementer i vt, der er > 1.

Her angiver h hgjden af det aktuelle sggetree.

c¢) Vis, hvordan man kan sikre, at hgjden af sggetraeerne altid er
logaritmisk i antallet af elementer i sggetraeet. Dette kan man
fx gore ved at vise hvordan den rgd-sorte strategi kan tilpasses
denne variant.




Opgave 16

Med sggetraeer kan man repraesentere maengder af elementer. Givet
to sggetraeer 11 og T» kan man spgrge om 17 C T5, det vil sige om
maengden af elementer i T3 er indeholdt i meengden af elementer i T5.
For eksempel galder inklusionen

Al A
AN

I det fglgende antager vi, at traeerne er balancerede, at T} har n knuder,
og at T» har m knuder. Vi skal afggre 77 C 75 under forskellige krav
til tid og plads.

a) Hvordan kan man afggre T} C Ty i tid O(nlogm)

b) Argumenter for, at hvis n € ©(m), sa er tid O(n+m) bedre end
tid O(nlogm).

c) Hvordan kan man afggre T3 C T3 i tid O(n + m), hvis der m4
bruges O(n + m) ekstra plads.

d) Kan du ogsa afggre 71 C T5 i tid O(n + m), hvis der kun mj
bruges O(logn + logm) ekstra plads?




Opgave 17

a)

Formuler fglgende spil som et transitionssystem:

Man har en krukke med sorte og hvide kugler, dobbelt sGé mange
hvide som sorte. To tilfeeldige kugler tages op. Huvis de er ens bli-
ver de smidt veek, og man legger en ny sort kugle ned i krukken.
Huis de er forskellige, smider man den sorte vek og putter den
hvide tilbage.

Det er klart at spillet terminerer (hvorfor?). Kan der siges noget
om farven pa den sidste kugle?

Formuler fglgende spil som et transitionssystem:.
Et spillebraet har udseendet

11213
4156
7

Fra et felt med et lige nummer kan man gé lodret eller vandret
til et nabofelt. Fra et felt med et ulige nummer kan man g
diagonalt til et nabofelt.




Opgave 18

Det er klart, at et skakbraet kan deekkes fuldsteendigt v.hj.a. 32 domi-

nobrikker.

Hvordan stiller situationen sig, hvis man fjerner to hjgrner og spgrger

om fglgende braet kan deekkes af 31 dominobrikker.

Formuler svaret som et udsagn om et passende transitionssystem.




Opgave 19

a) Skitser en datastruktur Hestesko, hvis veerdimaengde er maengder af heltal,
og hvor operationerne er:

hestesko(): Returnerer den tomme hestesko.

insert(7): Indsaetter elementet ¢ i hesteskoen.

member(): Svarer true hvis i ligger i hesteskoen.
false ellers.

deleteMed(): Hvis hesteskoen ikke er tom s& returneres og slettes det element
hvorom der geelder at mindre end halvdelen af hesteskoens
elementer er mindre end det og hgjst halvdelen er stgrre.

size(): Returnerer stgrrelsen af (antallet af elementer i) hesteskoen.

DeleteMed fjerner medianen af elementerne i Hesteskoen, dvs. det element
der ligger ca. i midten.

Operationerne skal have flg. tidskompleksiteter:

Operation | @nsket tid
hestesko O(1)
insert O(logn)
member | O(logn)
deleteMed | O(logn)
size 0(1)

b) Hvad nu hvis veerdimaengden er saekke af heltal (jfr. opgave 12) i stedet for
meangder af heltal?




Opgave 20
Et polynomium i en variabel er som bekendt et udtryk af formen
p(z) = a,z™ + ...+ a1z + ao.
Summen af p(z) og polynomiet
q(z) = bz + ... + b1z + bo
er polynomiet
(p+q)(z) = (an +bp)z™ + ...+ (a1 + b1)z + (ao + bo)
og deres produkt er polynomiet
(p*q)(z) = conz®™ + ... + 17 + ¢o,
hvor
m
Cm = Zai * by for 0 <m < 2n.
i=0

Betragt félgende interface:

public interface PolyNom {
// Initialiseringsfunktioner
public void konst(int k);
public void one();
// Operationer pd flere polynomier
public int eval(zx);
public PolyNom add(PolyNom p, PolyNom ¢);
public PolyNom mult(PolyNom p, PolyNom g);

Angiv en hensigtsmaessig realisering af interfacet, nir det skal opfylde fglgende
specifikationer:

konst(k)  Seetter polynomiet til p(z) = k

one() Szetter polynomiet til p(z) =z

eval(a) Evaluerer polynomiet i punktet a og returnerer p(a).
add(p,q) Returnerer (p + ¢)(z).

mult(p,q) Returnerer (p * ¢)(z).

og nar det vides, at polynomierne er “tynde”, dvs. at mange af koeflicienterne er
nul.




Opgave 21

Betragt fglgende graf

a) Find et dybde-forst udspandende tree, der starter ved a og ved d.
b) Find et bredde-forst udspsendende trae, der starter ved a og ved d.

c¢) Find et letteste udspaendende trae ved hjzlp af Kruskals og Prims algorit-
mer.

Opgave 22

a) Skriv en algoritme, der undersgger om en given ikke-orienteret graf
repreesenteret v.hj.a. nabolister (adjacency lists jvf. 6.2.2 i [G&T]) er
et trae (et tree er en sammenhsengende graf uden cykler). Angiv algo-
ritmens udfgrelsestid.

b) En ikke-orienteret graf G = (V| E) er to-delt, hvis der findes
en disjunkt opdeling af knuderne V' i V4 og V5, sd alle kanter 1
grafen G forbinder en knude fra V; med en knude fra V5. Skriv
en algoritme, der afggr om en ikke-orienteret graf G er todelt, og
som i givet fald ogsd angiver opdelingen i V; og V5.




Opgave 23

Den transitive og refleksive lukning af en orienteret graf G = (V, F) er grafen
G' = (V,E"), hvor (v,w) € E*, hvis v = w eller der findes en vej i G fra v
til w (bemeerk at vi her tillader en kant at forbinde en knude med sig selv).

a) En incidensmatrix for en graf med n knuder er en n * n Boolsk matrix
hvis (4, 7)-te indgang er true (false) hvis der (ikke) findes en kant fra
knude 4 til knude j. Angiv incidentmatricen Gy for grafen i figur 6.17
a)i[G&T] .

b) Angiv Gy * G, hvor * er Boolsk matrizmultiplikation, der defineres som
fglger. Hvis A og B er n * n Boolske matricer, er

AxB=C

hvor
n—1

Cij = V aix A\ By
k=0

c) Observer, at det (7, j)’te element i Gy * Gy har veerdien ¢ hvis og kun
hvis der findes en vej af leengde preecis 2, der gar fra 4 til 7.

d) Vis, at der for enhver orienteret graf med incidensmatrix Gy gelder, at
incidensmatricen for dens transitive og refleksive lukning er givet ved

G =TV GoVGEV...v Gy = (I Go)"™

hvor I er enhedsmatricen dvs.

t

e) Angiv en algoritme, der givet Gy finder G§. Angiv udfgrelsestiden.




Opgave 24

Hvorledes kan man lgse felgende tilretteleggelsesproblem: Der er givet et antal
opgaver 11, ...,T, (det kan veere enkeltopgaver i forbindelse med f.eks. et
byggeri), som har udfgrelsestider 1, . . ., t,. Herudover er der angivet et antal
begraensninger af formen “T; skal veere feerdig for T;” (T; kan f.eks. veere “at
rejse vaegge” og T; “at tjeere tag”). Algoritmen skal angive, hvornér de enkelte
opgaver kan startes, og den skal finde den minimale tid, der kraeves for at
feerdigggre alle opgaver.

Opgave 25

Den vegtede transitive og refleksive lukning af en vesgtet orienteret graf G,
har samme kanter som den i opgave 23 definerede graf Gt og veegten af en
kant (v,w) i G, er vaegten af den letteste vej fra v til w i Gy, (veegten af en
ve]j er summen af vaegtene af vejens kanter).

Den veegtede transitive lukning kan findes p& (mindst) fglgende mader

a) Dijkstras algoritme udfgrt n gange.
b) Floyd og Warshalls algoritme.
c) Ved en modifikation af metoden i opgave 23, hvor A erstattes af + og V

af minimum.

Gor i detaljer rede for hver af disse metoder og angiv deres udfgrelsestid for
forskellige teethedsgrader af grafen.

Opgave 26

Vis, hvorledes man kan realisere en kg v.hj.a. to stakke pa en sddan méade,
at den amortiserede udfgrelsestid for kgens operationer tilhgrer O(1).




Opgave 27

Betragt fglgende modifikation af letteste udspeendende tree problemet: Der
er givet en vaegtet, sammenhzngdende ikke-orienteret graf G = (V, E) samt
et antal kanter e;,...,ex € E. Skriv en algoritme, der finder ud af, om der
eksisterer et udspaendende tra for G, der indeholder ey, . .., ex; og som i givet
fald finder det letteste sddanne tree.

Opgave 28

I [G&T] afsnit 12.2.2 er det vist, hvordan man kan multiplicere to n-cifrede heltal i tid
O(n'°823). En oplagt idé er at forsgge at dele tallene op i flere dele som f.eks.

z = ul|v|w

y = |r|s|t

hvor hver del nu indeholder p = n/3 cifre.

a) Hvad skal k veere i rekursionsligningen
T(n)=k-T(n/3)+n
hvis resultatet skal veere bedre end O(n!o823)?

b) Hvad er det bedste k, du kan opna? Hvad bliver udfgrelsestiden?




Opgave 29

Fglgende tegning illustrerer, hvordan man kan anvende del-og-kombiner teknikken til at
konstruere en tennisturnering, hvor alle spiller mod alle. I eksemplet er der tale om 8
spillere, som hver spiller én kamp om dagen. Turneringen varer saledes 7 dage, og den 7’te
raekke i tabellen angiver den reekkefglge, i hvilken spiller nr. ¢ mgder de andre.

1 2 3 4 5 6 7

112 3 4|5 6 7 8

1 2 3 2|11 4 3|6 5 8 7

1 1123 4 3j4 1 2|7 8 5 6
112 21114 3 413 2 118 7 6 5
2|1 31411 2 56 7 8|1 2 3 4
41312 1 65 8 712 1 4 3

718 5 6|3 4 1 2

817 6 514 3 2 1

a) Angiv ud fra tegningen, hvordan problemet “lav en tennisturnering for n spillere”
kan lgses vha. del-og-kombiner teknikken, dvs. angiv, hvordan et stort problem
opdeles i del-problemer, hvordan sma problemer umiddelbart lgses, samt hvordan
lgsninger til del-problemer kombineres til en lgsning til hele problemet. Du kan
antage at n er en potens af 2.

b) Skriv et Java-program, som for k > 1 konstruerer og udskriver en spilleplan for en
turnering med 2* spillere.

- Opgave 30

Antag at G er en ikke-orienteret vaegtet graf med n knuder og m kanter, hvor veaegtene er
heltal mellem 0 og n.

a) Vis, hvordan man kan konstruere et letteste udspzendende tree for G i tid

O(m - F(n) +n-U(n))

hvor F(n) (U(n)) er den amortiserede udfgrelsestid for find (union) i en implemen-
tation af Partition (jfr. 12.1.4)

b) Hvor "gode” kan F(n) og U(n) blive?




Opgave 31
Givet to polynomier
p(z) = anz" +an_12" ...+ a1z + ag
qg(z) = bpz™+ b—1Z™ L .+ by + by
Deres produkt er fglgende polynomium af grad n +m
r(z) = p(z) * ¢(2) = Coymz™™™ + Crim12™™ T H L o+ o
hvor ¢; = 3, ;i x b for 0 <i <m+n.
a) Vis, at den oplagte méde at udregne r(z) har udfgrelsestid i
O((n+1)-(m+1)).

b) Antag, at n = m og vis, at r(z) kan udregnes i tid O(n'°823).
(Vink: Et heltal som f.eks. 37916 kan opfattes som “polynomiet”
3-10*+7-103+9-102+1-10+6. Der er derfor en oplagt analogi
mellem multiplikation af heltal og multiplikation af polynomier.)

Et polynomium kan repraesenteres pa andre mader end ved sine ko-
efficienter. En sddan anden méde er ved sine rgdder, hvor n + 1 tal
a,ri,T2,...,Ty, DU reprasenterer polynomiet

Rz)=ax(z—r) *x(x—13) *... % (z —1p).
c) Konstruer en del-og-kombiner algoritme, der givet a,ri,...,r,
beregner koefficienterne i R(z). Hvad er algoritmens udfgrelses-

tid? (Hvis algoritmen udfgres med stimuli 2, 2, 3, skal den retur-
nere 2, —10, 12 fordi

R(z) = 2% (z —2) * (z — 3) = 22% — 10z + 12




Opgave 32

Vi betragter problemet Hanois Térne. Som set ved foreleesningen krae-
ves der mindst 2™ — 1 enkeltflytninger for at flytte de n skiver. Ar-
gumentet er fglgende induktionsargument, hvor induktionsantagelsen
er

H(n): der kreeves 2™ — 1 enkeltflytninger for at flytte n skiver.

Basis
Det er klart, at H(1) =1=2! — 1.

Induktionsskridt
For at flytte n skiver skal vi fgrst flytte de n — 1 gverste
over pa hjxlpestangen. Dette kraever iflg. induktionsan-
tagelsen 2"~1 — 1 flytninger.

Vi flytter nu den stgrste skive til sin destination. Dette
kraever 1 flytnin g.

Til slut flytter vi de n—1 skiver over pa den stgrste. Dette
kraever igen pr. induktionsantagelse 2" ! — 1 flytninger.

Altsé kreeves der til flytning af n skiver
rl-1+14+@2vt-1)=2"-1
dvs. H(n) er bevist.

Det er nemt at skrive en rekursiv procedure
void Hanoi(int n, Stang a, Stang b, Stang c)
der lgser problemet for n skiver.

a) Argumenter for, at der hgjst foretages 6n forskellige procedure-
kald i denne lgsning.

b) Betyder det ikke, at vi med dynamisk programmering kan lgse
problemet i tid O(n)?

Ovenfor har vi lige vist, at problemet kraever tid Q(2").

c) Forklar dette tilsyneladende paradoks.




Opgave 33

Fglgende tegning (der bestar af et antal rektangler) kan opfattes som
repraesenterende bygninger i en by.

1 5 10 15 20 25 30
(¢)

Byens silhuet repraesenteres af fglgende tegning

1 5 10 15 20 25 30
(0)

Opgaven gar ud pa at skrive en del-og-kombiner algoritme, der laeser
en fglge af elementer af formen (I;, h;, 7;), som hver angiver et rektan-
gel, hvis venstre (hgjre) side har z-koordinat I; (r;), og hvis hgjde er
h;. “Byen” (*) repraesenteres saledes af fglgende data

(1,11,5) (2,6,7) (3,13,9) (12,7,16) (14,3,25) (19,18,22) (23,13,29)
(24,4,28)

Algoritmen skal producere en liste af tal af formen



(***) (x()a h17 Iy, h?) ey Li—1, hi) Liyoouy hn; xn)

hvor z’erne er voksende og h; angiver silhuethgjden mellem z;_; og
z;. (**) repraesenteres séledes af fglgende liste

(1,11,3,13,9,0,12,7,16,3,19,18,22,3,23,13,29)

a) Antag, at der er givet en silhuet af formen (***) samt en bygning
(I, h,r). Hvordan opdateres silhuetten til ogsé at omfatte denne
bygning?

b) Udvid svaret pé a) til at vise hvordan man kombinerer to silhu-
etter.

c¢) Skriv del-og-kombiner algoritmen for hele problemet og angiv
dens udfgrelsestid.




Opgave 34

I denne opgave betragtes algoritmer der farver og meerker orien-
terede acykliske grafer. Maerkerne er heltal, der skrives inde i knud-
erne. En knude uden indgaende kanter kaldes en rod.

Betragt fglgende transitionssystem.

O = ©
@ > hvis den hvide indgrad er 0

1@ @ hvor z = max{z + 1,y}

Det er klart, at enhver proces for transitionssystemer er endelig,
og det kan ogsa vises (men det forlanges ikke), at enhver proces
hvis startkonfiguration er en hvid orienteret acyklisk graf, ender i
en konfiguration, hvor grafen er helt rgd.

a) Angiv slutkonfigurationen for en proces, hvis startkonfiguratio-
nen er fglgende graf

b) Hvad “ggr” transitionssystemet i almindelighed, dvs. hvad an-
giver maerkerne i en slutkonfiguration. Bevis pastanden v.h.a.




et passende invariansargument. (Vink: indfgr f.eks. beteg-
nelsen “en lysergd vej” for en vej i grafen, hvor alle kanter og
knuder, paneer evt. den sidste knude, er rgde.)

c) Ger rede for, hvordan man kan skrive en algoritme, der “re-
aliserer” transitionssystemet. Hvad bliver udfgrelsestiden.

Opgave 35

To spillere, A og B, skiftes til at seette hhv. en rgd og en bla streg
af leengde 1 pa et stykke kvadreret papir. Hver streg mé placeres
vilkarligt, vandret eller lodret, men selvfglgelig ikke hvor der er en
streg i forvejen. '

A begynder (og tegner med rgdt), og hans opgave er at lave en
sammenhgengende lukket “kurve”, som fx

der udelukkende bestar af rgde streger. B’s opgave er at forhindre
A i at lave en sddan kurve.

En af spillerne har en vindende strategi. Hvem?

Vink: Opstil en passende invariant for spilleplanens udseende efter
hvert B-traek.



Opgave 36 Potensopleftning

Betragt folgende algoritme:

Algoritme: Lineaer potensopleftning(x, p)
Inputbetingelse : p > 0
Outputkrav ~ :r= xP
Metode ire1;
q—p
{I}while ¢ > 0 do
I+ rkx
g—q—1

— hvor I er udsagnet (rx? = xP) A (¢ > 0).

a) Angiv de bevisbyrder (pa formen sekvens-af-tilordninger), der fremkommer i et
gyldighedsbevis for algoritmen.

b) Gennemfor bevisbyrderne.
¢) Angiv en termineringsfunktion.

d) Konkludér, at algoritmen korrekt.



Opgave 37 Heltalskvadratod

Heltalskvadratroden af et tal n > 0 er det tal r > 0, der opfylder

P <n<(r+1)>%

a) Argumentér for, at folgende algoritme er gyldig og korrekt:

Outputkrav
Metode

Algoritme: Linezer heltalskvadratrod(n)
Inputbetingelse : n > 0

P <n< (r+1)?
ra+—0;

b~ n;
{I}while (n < bxb)V (n> ax*(a+2))do
if n < bx bthen

b—b—-1
else
a—a+1;
r—(a+b)/2

—hvor I er udsagnet (a> < n < (b+1)?) A (a,b > 0).

b) Ovenstidende algoritme kan siges at beskrive en linear segning efter kvadratro-

den. Her folger en algoritme, der benytter binar sggning:

Outputkrav
Metode

Algoritme: Binzer heltalskvadratrod(n)
Inputbetingelse : n > 0

P <n<(r+1)?
ra<—0;

b—n+1;

m«<— (n+1)/2;

{I}while (n < m*xm)V (n> (m+1)*(m+1)) do
if n < m* mthen

b — m;
m« (a+b)/2
else
a—m+1;
m«— (a+b)/2;
r<—m

— hvor I er udsagnet (2> < n < b*) A (m= (a+b)/2).

Argumentér som i a) for, at algoritmen er gyldig og korrekt.




c) Bevis, at folgende er endnu en korrekt made at beregne heltalskvadratroden pa:

Algoritme: Heltalskvadratrod(n)
Inputbetingelse : n > 0
Outputkrav ~ :r2 < n< (r+1)2
Metode cr«0;
s« 1;
{I}while s < ndo
r—r+1;
S—s+2*r+1

—hvor I er udsagnet (s = (r+1)?) A (2 < n).

d) Sammenlign de tre algoritmer. Hvilken er “bedst”? Hvorfor?




Opgave 38 Lange heltal

Denne opgave drejer sig om at handtere ikke-negative heltal af vilkarlig leengde. Et
sadant heltal repreesenteres ved hjeelp af en liste pa folgende made: Tallet 29355891081
repreesenteres som [1,8,0,...,3,9,2].

Det mindst betydende ciffer er altsa den 0’te indgang i listen. Tallene repraesenteres
uden foranstillede nuller, sa tallet 0 repraesenteres med den tomme liste. Hvis X er en
liste, vil vi skrive tal(X) om det repraesenterede tal. Formelt er

tal(X) = X1 xqi] - 10,

a) Skriv programstumpen S*"9, s folgende algoritme bliver korrekt. Bevis korrekt-
hed ved hjeelp af en passende invariant, I. (Bemaerk, at der undervejs i beregnin-
gen anvendes en repraesentation med foranstillede 0’er)

Algoritme: Sum(X, Y)
Inputbetingelse : X, Y lange heltal, | X| > |Y|
Outputkrav  :tal(Z) = tal(X) + tal(Y)
Metode : Z « liste af leengde | X| med 0 i alle indgange;
Y « Y forlenget til leengde | X| med foranstillede 0’er;
i—0; m«Q0;
{I}while i # | X| do
Z[i] « X[i] + Y[i] + m;
if Z[i] <9 then
m~0
else
Z[i] « Z[i] —10; m« 1;
ie—i+1
gend

b) Betragt nu felgende algoritme:

Algoritme: Produkt(X, Y)
Inputbetingelse : X, Y lange heltal
Outputkrav  :tal(Z) = tal(X) - tal(Y)
Metode (i 0;
Sinit;
{I}while i # |Y| do
Sloop;
i—i+1

~ hvor I er udsagnet (tal(Z) = tal(X) - tal(Y[0..])) A (0 < i< |Y)]).

Bevis, at hvis denne algoritme er gyldig, s er den ogsa korrekt. Skriv S™t og
Sl°oP, s4 algoritmen bliver gyldig. (Man kan bruge Sum til dette.)

¢) Angiv udferelsestiderne for algoritmerne under a) og b). Kan du foresla en re-
praesentation af lange heltal, der er specielt velegnet, hvis de fleste af cifrene er
0?7 Begrund svaret.




Opgave 39 Variationer over Euklid
Betragt algoritmen Udvidet Euklid fra afsnit 6.4.1 i [H&S].

a) Vis, at algoritmen ogsa er korrekt safremt lokkens krop erstattes af

if p> qthen

Sthen.

P p—X%q S« S+Xxxt
else

Selse;

g—q—Xxxp, t—t+x*s

- hvor x er en hjelpevariabel, og St" og S¢ls¢ ikke sendrer pa p og g, men til-
fredsstiller bevisbyrderne

{0<q<p}St{0<xxq<p} {0<p<qS™e{0<xxp<q}.

b) En vigtig seetning i talteorien siger, at der for vilkarlige positive heltal m og n
findes ikke-negative heltal a og b, saledes at sfd(m, n) = am — bn. Skriv en ver-

sion af Euklids algoritme, der givet m og n beregner a og b. Fglgende skitse til en
algoritme kan veere nyttig.

Algoritme: Euklid(m, n)
Inputbetingelse : m,n > 0
Outputkrav  :sfd(m,n) = am— bn
Metode : Sinit,
{I'}while p # g do
if p> qthen
Sthen
else

Selse

- hvor I er udsagnet

(sfd(p, q) = sfd(m,n)) A (p=am—bn)A(q=cn—dm)A(p,q > 1)A(ab,c,d > 0).




Opgave 40 Maksimalt delprodukt

Lad A veere en liste af reelle tal, i hvilken alle elementer er mindst 0. Det maksimale
delprodukt af A, mdp(A) er defineret ved

d = '.A' ].A"'_l
mdp(A) og§2?§|A|AU] +1] [ —1]

Dermed geelder for eksempel, at for

A = [5.7,2.3,0.4,8.2,2.7,0.999]
B = [0.5,0.2,0.87]

er mdp(A) = A[0] - A[1]---- - A[4] = 116.10216 og mdp(B) = 1. Bemaerk, at et
“tomt” produkt har veerdien 1. Det folgende er en skitse af en algoritme, der beregner
det maksimale delprodukt: '

Algoritme: Maksimalt delprodukt(A)
Inputbetingelse : A[0..n] € Ry
QOutputkrav ~ :r = mdp(A)
Metode 11+ 0;
Sinit;
{I}while i # |A| do
Sloop;
i—i+1

—hvor I er udsagnet

m = mdp(A[0..1]) A
h:grglﬁlé(iAL]]-AL]+l]---~-A[1—1] A
0<i<|Al

Skriv St og S'°°P, 54 algoritmen bliver gyldig og korrekt. Giv derefter et korrektheds-
bevis.




Opgave 41 Fibonacci

Det n'te Fibonaccital, F,, er defineret ved:

kh =1
K 1
F, = Fy_1+F,_, forn>1.

a) Bevis, at folgende algoritme er gyldig og terminerer:

Algoritme: Fibonacci(n)

Inputbetingelse : n > 0

Outputkrav r=F

Metode re—1;, s«1; i<0;

{I}while i # ndo

r«s;
S« S+r;
i+—i+1

~hvor I'er udsagnet (r=E)A(s=F,;)A(0<i<n).
b) Lad idet folgende R og K betegne 2 x 2-matricer med indgangene
rni I kin ko2
R - K =
[Fz1 22 ] [k21 kz2 }
Produktet af R og K er defineret som

R.K— [ ritkyy +rizkay  rinkiz + rizke;
ra1kin + ragkor  raikiz + rezka;

Vis, at for ethvert n > 0, vil beregningen
1 1]
(1ol
R «— K™,
Ir<—rn
seette rtil det n'te Fibonaccital. (Husk, at KO er identitetsmatricen, {

Hvordan ville du implementere denne algoritme?

1
0

0
1

]




Opgave 42 Metodologi

Brug programmeringsmetodologien fra [H&S] kapitel 7 til at skrive falgende algorit-
mer:

a) Givet en liste A af heltal og et heltal p, skal A opdeles ito dele, A[0..r] og A[r..|Al],
saledes at tallene i den forste (anden) del er hgjst (mindst) p:

Algoritme: Opdel(A, p)

Inputbetingelse : A[0..n] € Z

Outputkrav  : (A[0..1] < p) A (Alr..|Al] > p)
Metode :?

b) Givet heltal n > 1 og b > 2, er vi interesserede i heltalsdelen af log, n, dvs. det
heltal r, der opfylder b* < n < b1

Algoritme: Heltalslogaritme(n, b)
Inputbetingelse:n > 1,b > 2
Outputkrav ~ : b < n< bH!
Metode :?

¢) Ien sorteret liste A af heltal vil vi kalde en sekvens af ens veerdier for et plateau.
Algoritmen skal finde leengden af det leengste plateau i A, llp(A):

Algoritme: Laengste plateau(A)
Inputbetingelse : A sorteret, |A| > 0
Outputkrav ~ :r=1lp(A)
Metode :?

d) Et polynomium kan repraesenteres med en liste af koefficienter. F.eks. vil listen
A = [3,1,0, —8] repraesentere polynomiet

pa(x) =3+ x—8x°.

Algoritmen Veerdi( A, x) skal beregne pa(x). Med A som ovenfor og x = 1 skal
vi have resultatet 3 +1— 8- 13 = —4.

Algoritme: Vaerdi( A, x)
Inputbetingelse : A[0.n| € Z,x € Z
Outputkrav ~ :r= pa(x)
Metode :?

(NB: Algoritmen kan skrives, sa den har udferelsestid O(n).)



